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В статье рассматривается задача оценки помехоустойчивости некоторых кодов с малой
плотностью проверок на чётность, проверочная матрица которых составлена из блоков
различной природы. Рассмотрен обобщённый подход к определению корректирующей
способности кода для случая, когда ошибки представляют собой комбинацию пакетов и
независимых ошибок заданной кратности, основанный на комбинаторном покрытии
множества ошибочных позиций слова. Целью данной работы является анализ
корректирующей способности ансамблей блочно-перестановочных кодов по сравнению с
широко используемыми блочно-циркулянтными кодами, а также их известных подклассов для
исправления однократных пакетов ошибок. Известно, что для всех этих конструкций
максимально возможная длина исправляемого одиночного пакета строго меньше размера
блока, таким образом, если размер блока и максимальная длина отличаются на единицу, такие
коды оптимальны в рамках данных конструкций. Проведена экспериментальная оценка
длины исправляемого одиночного пакета для кодов Гилберта, их детерминированного и
вероятностного расширения, ансамбля блочно-циркулянтных кодов, а также ансамбля
блочно-перестановочных кодов. Показано, что в ансамбле блочно-перестановочных кодов
находятся оптимальные для блоковых конструкций коды при любом размере блока. Этим
свойством не обладают другие рассмотренные конструкции: для блочно-циркулянтных кодов,
включая расширения кода Гилберта, оптимальные коды найдены лишь для нечётных
значений размера блока. При этом вероятность выбора из ансамбля кода с максимальной
корректирующей способностью выше для расширенного кода Гилберта, чем для общего
блочно-циркулянтного кода. Рассмотренный детерминированный расширенный код Гилберта
показывает сравнительно небольшую корректирующую способность и оптимален только при
простых значениях размера блока. Результаты работы могут быть использованы для
построения кодовых схем и повышения достоверности передачи в каналах со сложной
структурой шума, описывающейся группирующимися ошибками.
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Введение 

С развитием современных систем инфокоммуникаций к 
ним предъявляются всё возрастающие требования к их 
надёжности, производительности и помехоустойчивости. За-
дача повышения вероятности безошибочной передачи сооб-
щений решается комбинированием методов с использова-
нием обратной связи (там, где это возможно) и непосред-
ственного (прямого) исправления ошибок на приёмнике без 
переспроса. В первом случае требуется механизм обнаруже-
ния некорректно принятых пакетов, что решается обычно с 
помощью добавления контрольной суммы, вычисленной на 
основе циклического избыточного кода (CRC, cyclic redun-
dancy check), и при необходимости осуществляется переспрос 
и повторная передача ошибочного пакета, либо, в гибридном 
режиме, дополнительной избыточности для новой попытки 
коррекци [1, 2]. Эти методы используются на канальном или 
транспортном уровнях сети. Во втором случае используется 
помехоустойчивый код, делающий попытку исправления 
ошибок в принятых на физическом уровне сети символов  
[3, 4]. В данной статье рассматривается задача прямого ис-
правления ошибок. 

Для построения эффективных методов помехоустойчи-
вого кодирования и декодирования требуется использование 
адекватной модели искажения информации в канале связи. К. 
Шенноном было показано существование предельной вели-
чины скорости безошибочной передачи, называемой про-
пускной способностью канала, зависящей только от свойств 
канала и при которой возможно обеспечить сколь угодно ма-
лую вероятность ошибки. Необходимо отметить, что под ка-
налом связи здесь понимается именно математическая мо-
дель, описывающая переходные вероятности между вход-
ными и выходными последовательностями или символами.  

Классическая теория помехоустойчивого кодирования 
обычно рассматривает модели, в которых ошибки происходят 
независимо. Современные методы кодирования предлагают 
классы кодов с вычислительно эффективными декодерами, 
практически вплотную подходящие к пропускной способно-
сти каналов с независимыми ошибками – в первую очередь, 
канала с аддитивным белым гауссовским шумом. В этой 
связи следует в первую очередь отметить классы полярных 
кодов [5-7] и кодов с малой плотностью проверок на чётность 
(МППЧ) [8; 9]. 

Однако модели с независимыми ошибками зачастую не-
адекватны процессам, приводящим к искажению символов в 
реальных каналах связи. Современным подходом для адапта-
ции таких моделей к практическим ситуациям является ис-
пользование перемежения, что приводит к увеличению задер-
жек обработки информации как на передатчике, так и на при-
ёмнике, однако помимо этого, известно, что такая адаптация 
увеличивает разрыв между практическими характеристиками 
надёжности и теоретическими, задаваемыми пропускной спо-
собностью канала. Таким образом, дальнейшее улучшение 
характеристик систем связи возможно, если система помехо-
устойчивого кодирования ориентирована на исправление 
ошибок, специфичных для канала связи.  

Статистическая зависимость ошибок в канале обычно 
называется памятью, и приводит к формированию сгруппи-
рованных ошибок, называемых пакетами [3, 10, 11]. В теории 
кодирования классическими подходами для исправления 

пакетов ошибок являются коды Рида-Соломона, использова-
ние которых приводит к сравнительно вычислительно ёмким 
процедурам декодирования в недвоичных полях, цикличе-
ские коды Файра, которые являются высокоскоростными и не 
обладают достаточной гибкостью в выборе параметров, или 
использование итеративных конструкций, также вычисли-
тельно ресурсозатратных и недостаточно гибких [12, 13]. В 
последние годы рассматривались возможности исправления 
пакетов ошибок с помощью полярных кодов [14, 15], а также 
МППЧ-кодов [16-18]. Однако в этих статьях мало внимания 
уделено анализу корректирующих свойств соответствующих 
кодовых конструкций и в основном рассматриваются методы 
декодирования и связанные с ними вероятности ошибки. 
Кроме того, не анализируется конструкция МППЧ-кодов, ос-
нованная на произвольных перестановках. 

В настоящей статье рассматривается корректирующая 
способность некоторых наиболее интересных классов 
МППЧ-кодов, основанных на блоках перестановок. Статья 
организована следующим образом. Так как описание векто-
ров ошибок сложной структуры, а также само понятие кор-
ректирующей способности кода при исправлении таких оши-
бок не является общепринятым, сначала вводится понятие 
обобщённой корректирующей способности, на основании ко-
торого формулируется критерий помехоустойчивости как 
максимальной длины исправляемого пакета при заданных 
кратностях пакетов и независимых ошибок. Далее прово-
дится экспериментальная оценка максимальной длины ис-
правляемого одиночного пакета для блочно-циркулянтных 
кодов, их подклассов: кодов Гилберта, детерминированных и 
вероятностных расширенных кодов Гилберта, а также для 
блочно-перестановочных кодов общего вида.  

Обобщённая корректирующая способность 
линейного кода 

Линейный (n, k)-код представляет собой k-мерное подпро-
странство n-мерного линейного векторного пространства над 
конечным полем, далее мы ограничиваемся рассмотрением 
только двоичных кодов. Базис G этого пространства – (k × n)-
матрица полного ранга – называется порождающей матрицей, 
а базис H ортогонального пространства – проверочной мат-
рицей. Матрица H имеет размерность r × n, где r = n – k – 
число избыточных символов, и для неё выполняется GHT = 0. 
Линейный код может быть задан как с помощью порождаю-
щей, так и с помощью проверочной матрицы. Необходимо от-
метить, что для классов МППЧ-кодов, рассматриваемых да-
лее, проверочная матрица часто имеет дополнительные ли-
нейно зависимые строки, что обусловлено её конструкцией, 
таким образом, число избыточных символов кода r = rank H 
несколько меньше количества строк в H, этой разницей мы 
будем пренебрегать. 

При исправлении независимых ошибок важнейшей харак-
теристикой помехоустойчивости является количество ис-
правляемых ошибок t, которое часто характеризуется величи-
ной минимального расстояния Хемминга d0 = 2t + 1 рассмат-
риваемого кода. Определить корректирующую способность 
(или минимальное расстояние) можно как по порождающей 
матрице, используя некоторый вариант перебора по кодовым 
словам, так и по проверочной матрице.  
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Если минимальный вес Хэмминга кодового слова a равен 
W(a) = d0, то в проверочной матрице имеется комбинация из 
d0 линейно зависимых столбцов, и любые d0 − 1 столбцов ли-
нейно независимы. С точки зрения корректирующей способ-
ности, это означает, что никакие две комбинации из t столб-
цов не должны давать одинаковый синдром, то есть любые 
2t столбцов проверочной матрицы образуют подматрицу пол-
ного ранга. Таким образом, процедура определения коррек-
тирующей способности кода может заключаться в нахожде-
нии максимального значения t, для которого ранг всех воз-
можных подматриц из 2t столбцов является полным.  

На основании этого легко можно получить, что 
d0 ≤ n – k + 1 = r + 1, и это неравенство известно как граница 
Синглтона. Однако такой перебор экспоненциален, и более 
того, определение минимального расстояния кода в общем 
случае – NP-трудная задача. Заметим, что параметр корректи-
рующей способности t следует рассматривать в следующем 
смысле: код может исправить любую комбинацию из не бо-
лее, чем t ошибок, но также некоторые комбинации из более 
чем t ошибок – конкретный набор этих комбинаций опреде-
ляется стандартной расстановкой кода [3]. Таким образом, 
параметр t (или d0) – это удобный (и реализуемый на прак-
тике) способ задания подмножества векторов ошибок, ис-
правляемых кодом, задание же всех таких векторов имеет 
экспоненциальную сложность. 

В случае каналов с памятью дискретная модель ошибок 
обычно подразумевает введение понятия пакета ошибок. Есть 
разные подходы к определению пакета ошибок, самым про-
стым из которых является определение пакета как подвектора 
в векторе ошибок e, чьи позиции расположены от первого до 
последнего ненулевого элемента e, и длина пакета равна 
длине этого подвектора. При такой трактовке пакет всегда 
начинается и всегда заканчивается ненулевым элементом. 
Существуют и другие подходы к определению пакета оши-
бок. В частности, такое определение не может быть обобщено 
на случай многократных пакетов, а также компаундных оши-
бок, сочетающих пакеты и независимые ошибки. Зададим 
определение структуры вектора ошибки на основе подхода 
Э. М. Габидулина, использованного при задании класса ком-

бинаторных метрик [19]. Пусть n = {1, 2, ..., n} – множество 

номеров позиций вектора из n элементов, тогда носитель век-

тора supp(e) = {i | ei ¹ 0, i Î n} – множество ненулевых по-

зиций вектора e. 
Для некоторого множества A будем говорить, что оно по-

крывает вектор ошибки e, если supp(e) Í A, т.е. все ненулевые 

позиции e содержатся в A. Рассмотрим множество  = {A1, A2, 

…, As}, Ai Í n такое, что 
1

s

i iA
  n .  Пусть для некото-

рого b 
b = {B1, B2, …, Bn–b+1, T1, T2, …, Tn}, 

(1) 

A1 = B1 = {1, 2, …, b}, 
A2 = B2 = {2, 3, …, b + 1}, 
…, 
An–b+1 = Bn–b+1 = {n – b + 1, n – b + 2, …, n}, 
An–b+2 = T1 = {1}, 
An–b+3 = T2 = {2}, 
…, 
A2n–b+1 = Tn = {n}, 

здесь s = 2n – b + 1 и дополнительные обозначения подмно-
жеств Bi и Ti введены для удобного соответствия пакетам и 
независимым ошибкам.  

Будем считать, что величина z = {0, 1} принимает значе-

ния нуля и единицы булеана A, т.е. справедливо 0A = Æ и 

1A = A. Пусть  = (z1, z2, …, zs), zi Î {0, 1}, и для 1 £ i £ j £ n 

обозначим через 1i i i j
j  (z z , z ,..., )z  подвектор  из подряд 

идущих элементов от i до j. Далее, пусть 1
11 Z z n b ,  

22 .s
n bZ z   Тогда будем говорить, что вектор ошибки e об-

разован bn-кратными пакетами длиной b и tn-кратными неза-
висимыми ошибками, если существует такой вектор  = (Z1 | 

Z2), где W(Z1) = bn, W(Z2) = tn, для которого 

1 2

1

1 1 2

upp(e)s ,
s n b

i i i i i i i

s

i
i i i supp( )Z i supp( )Z

z A z B Bz T T
  inb  

      
   
      
       

(2) 

другими словами, если все ненулевые позиции вектора 
ошибки e могут быть покрыты набором из не более, чем bn 
множеств Bi (пакетов длиной, не превышающей b) и tn мно-
жеств Ti (независимых одиночных ошибок), причём эти мно-
жества могут пересекаться. Заметим, что при заданном пра-
виле (1) построения множеств Bi и Ti одному и тому же век-
тору ошибок могут соответствовать разные покрытия, 
т.е. разные векторы . Например, носителем вектора  

e = (0010100) является supp(e) = {3, 5}. При b = 2, bn = 1,  
tn = 1 это множество является подмножеством как объедине-

ния B3 È T5, так и T3 È B5, существуют и другие варианты объ-

единений, дающих покрытие.  
Таким образом, рассмотренное множество b не может 

быть использовано для введения нормы вектора и меры рас-
стояния (метрики), как это делал Э. М. Габидулин для других 
вариантов задания  в [19], в связи с тем, что как норма, так 

и расстояние являются функциями, а отображение из e в  

неоднозначно. Более того, для некоторых векторов e вообще 
не существует вектора , для которого выполнялось бы (2). 

Обозначим через (e, bn, tn, b) множество векторов , для 

которых выполняется (2) для заданных e, bn, tn, b (это озна-

чает и задание b). 
Таким образом, (2) может рассматриваться как задача рас-

познавания, результатом которой является ответ «да» или 
«нет» на вопрос: «является ли множество (e, bn, tn, b) непу-

стым?». Данная задача может быть основой для определения 
обобщённой корректирующей способности кода, так как, как 
мы видели ранее, корректирующая способность задаёт неко-
торое подмножество исправляемых вектором ошибок.  

Тогда обобщённая корректирующая способность кода мо-
жет быть задана как параметр, определяющий при фиксиро-
ванных bn, tn, и b множество из всех таких векторов ошибок 

e, для которых задача распознавания (2) имеет ответ «да» и 
все такие векторы лежат в разных смежных классах (и следо-
вательно, исправляются кодом).  



T-Comm Tом 19. #11-2025
26

ЭЭЛЛЕЕККТТРРООННИИККАА..  РРААДДИИООТТЕЕХХННИИККАА

Очевидно, такое множество векторов ошибок может фор-
мировать некоторое подмножество лидеров смежных клас-
сов. Например, при bn = 0 множество b не зависит от b и со-

стоит из  = {T1, T2, …, Tn}, и (e, 0, tn, ) ¹ Æ для любого e, 

для которого W(e) £ tn, тогда максимально возможное tn, при 

котором задача распознавания (2) имеет ответ «да» только 
для векторов из разных смежных классов, совпадает с рас-
смотренной ранее «классической» корректирующей способ-
ностью кода при исправлении независимых ошибок. 

Пусть теперь tn = 0, bn = 1, тогда b = {B1, B2, …, Bn–b+1}, и 

(e, 1, 0, b) ¹ Æ для всех векторов, образующих однократ-

ный пакет длиной, не превышающей b. Максимизация по b 
даст «классическую» пакетную корректирующую способ-
ность, т.е. максимальную длину произвольного пакета, ис-
правляемого кодом.  

В зависимости от решаемых задач, можно фиксировать 
одни параметры из набора bn, tn, b и определять через них 

другие. Мы будем рассматривать вариант, при котором для 
заданных bn и tn, т.е. кратностях пакетов и независимых оши-
бок, максимизируется длина исправляемого пакета.  

Пусть (bn, tn, b) = {e : (e, bn, tn, ) ¹ Æ} – множество 

векторов, для которых задача (2) имеет ответ «да». Пусть 
 – линейный (n, k)-код с проверочной матрицей H. Любые 

два вектора e1 и e2 не могут быть (одновременно) исправлены 
кодом тогда и только тогда, когда e1HT = e2HT

. Пусть  

(bn, tn, b) = {{e1, e2, …} Í (bn, tn, b) : 

(" i ¹ j) eiHT ¹ ejHT} 

– множество таких векторов из (bn, tn, b), которые лежат

в разных смежных классах стандартной расстановки кода . 

Тогда обобщённой (или совместной) (bn, tn)-корректирующей 
способностью кода будем называть величину 

0b max { },b



 ( ,b tn n , b )

т.е. максимальную длину пакета b0, при которой все векторы, 
образующие bn-кратные пакеты диной b0 и tn-кратные незави-
симые ошибки, лежат в разных смежных классах.  

Процедура определения b0 может быть построена, исполь-
зуя идеи, описанные ранее для определения корректирующей 
способности кода по проверочной матрице. В случае одно-
кратных пакетов, аналогично исправлению независимых 
ошибок, способность кода исправить одиночный пакет дли-
ной b означает, что любые два набора из b подряд идущих 
столбцов проверочной матрицы образуют подматрицу пол-
ного ранга, и процедура также заключается в определении 
ранга всех возможных подматриц соответствующей конфигу-
рации. Вычислительная сложность такой процедуры полино-
миальна. Максимальная длина исправляемого пакета удовле-
творяет границе Рейгера: b ≤ (n – k) / 2 = r / 2. 

Легко обобщить описанные ранее процедуры для опреде-
ления совместной корректирующей способности. Никакие 
два вектора ei и ej, входящие в (bn, tn, b), не могут иметь 

одинаковый синдром, это эквивалентно тому, что 

подматрица, составленная из столбцов с номерами носителя 

вектора ei Å ej, не может иметь линейно зависимые столбцы, 

т.е. должна иметь полный ранг. Это можно проверить, рас-
сматривая ранги подматриц из 2bn блоков по b подряд иду-
щих столбцов (для некоторого заданного b) и 2tn отдельно 
стоящих столбцов и максимизируя b при условии отсутствия 
подматриц неполного ранга.  

Алгоритм и некоторые результаты его выполнения приве-
дены в [20], приведём здесь псевдокод алгоритма для пол-
ноты изложения. В псевдокоде используются следующие 
обозначения. Пусть H – проверочная матрица кода, bn и 
tn – кратности пакетов и отдельных ошибок, соответственно, 

b – некоторое натуральное число. Обозначим через ( )
2bn

bH
множество возможных позиций 2bn пакетов длиной b, каж-
дый пакет включает в себя b подряд идущих номеров позиций 
от 1 до n. Для ускорения работы алгоритма можно считать, 
что эти множества не пересекаются, т.е. пакеты не наклады-
ваются друг на друга – это включает в себя их пересечение 
как частный случай, но уменьшает число шагов алгоритма. 
Далее, пусть 2 tT

n
  множество из 2tn произвольных позиций, 

не вошедших в 2 .
n

b
bH ( )  Наконец, через H(α, β) обозначим под-

матрицу проверочной матрицы H, составленную из столбцов 
с номерами из объединения множеств α и β. Псевдокод алго-
ритма приведён ниже. 

ПРОЦЕДУРА b0 = FindBMax(b, H, bn, tn) 

ВХОД: величина b ³ b0, проверочная (r  n) матрица H, 

кратность пакетов bn, кратность ошибок tn 
ВЫХОД: обобщённая корректирующая способность b0 кода. 
1. Если b = 0, возвратить 0.

2. Для всех ( )
2α

n

b
bH

3. Для всех 2 β tn
 T

4. Если rank(H(α, β)) < 2(bnb + tn)
5. Возвратить b0 = FindBMax(b – 1 , H, bn, tn).
6. Возвратить b.

Алгоритм. Определение обобщённой корректирующей 
способности линейного кода 

Как можно видеть из приведённого псевдокода, алгоритм 
состоит в вызове рекурсивной процедуры, которой переда-
ётся некоторое начальное значение b, являющееся верхней 
границей для b0, и при каждом рекурсивном вызове значение 
b уменьшается на единицу, пока не станет равным b0 – тогда 
условие в строке 4 внутри циклов в строках 2 и 3 никогда не 
выполнится, это свидетельствует о том, что текущее значение 
b = b0. 

Процедура идёт от большего значения b к меньшему, так 
как можно ожидать, что при больших b > b0 мы достаточно 
быстро будем находить подматрицы неполного ранга и пере-
ходить к следующему значению b. Конечно, максимально 
возможным значением для b является n, но для ускорения ра-
боты алгоритма желательно приблизить значение b к иско-
мому b0, гарантированно сохраняя условие верхней границы. 
Воспользуемся для этого некоторой модификацией извест-
ных границ корректирующей способности. 

С точки зрения границ Синглтона и Рейгера, максималь-
ные значения корректирующей способности t и b (для 
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однократных пакетов) одинаковы, поскольку в одном случае 
рассматриваются комбинации из 2t, а в другом – из 2b столб-
цов проверочной матрицы, а максимальный ранг подматрицы 
H не может быть больше, чем rank H = r = n – k. Это сразу 

даёт границы 2t £ r и 2b £ r, что и соответствует границам 

Синглтона и Рейгера. 
В случае совместной корректирующей способности, т.к. 

мы рассматриваем подматрицы из двух наборов комбинаций 
bn пакетов длиной b и tn ошибок, они содержат 2bnb + 2tn 
столбцов, и можно получить обобщённую границу Рейгера: 

2bnb + 2tn £ r. Верхней границей длины пакета в таком случае 

будет значение  

0

2tn .
2 n

b 
r

b

Величину в правой части неравенства можно использо-
вать как начальное значение b при первом вызове вышепри-
ведённой рекурсивной процедуры. Вычислительная слож-
ность алгоритма определения совместной корректирующей 
способности определена в работе [20], она зависит от рас-
сматриваемых параметров и полиномиальна при небольших 
значениях bn и tn. 

Оценка корректирующей способности  
блочно-перестановочного кода 

Используя подходы, описанные в предыдущем разделе, 
проведём оценку корректирующей способности некоторых 
важных классов кодов. Ограничимся рассмотрением наибо-
лее распространённого случая исправления однократных па-
кетов, т.е. tn = 0, bn = 1. 

Одними из широко используемых сегодня кодов являются 
коды с малой плотностью проверок на чётность (МППЧ). В 
современных системах связи наибольшее распространение 
получила конструкция низкоплотностных кодов, основанная 
на блоках — перестановках единичной матрицы. Такие коды 
описываются при помощи проверочной матрицы H вида 
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(3)

состоящей из γ × ρ блоков. Каждый блок представляет собой 
(m × m)-двоичную матрицу, таким образом, длина кода равна 
n = ρm, а число проверочных символов r несколько меньше 
числа строк γm в (3), т.к. матрица вида (3) имеет линейно за-
висимые строки. Обычно при исправлении независимых 
ошибок используется блочно-циркулянтная конструкция 
(БЦК), где каждый блок – некоторая степень циркулянта с ге-
нератором единичного веса, что совпадает с матрицей цикли-
ческой перестановки. Такая конструкция задаёт квазицикли-
ческий код и позволяет упростить процедуры кодирования и 
декодирования. Иногда рассматривают также циркулянты с 
генератором большего веса, однако практически во всех со-
временных стандартах связи, использующих МППЧ-коды, в 
качестве блоков используются матрицы циклической 

перестановки, и мы также будем рассматривать только такой 
вариант БЦК.  

Более компактно матрица (3) в случае БЦК может быть 
представлена с помощью так называемой базовой (γ × ρ)  
матрицы: 
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,     (4) 

здесь pij – целое число от 0 до m – 1, представляющее собой 

ij С Cстепень матрицы циклической перестановки, pij . 

Известны также конструкции на основе использования бо-
лее общей блочно-перестановочной конструкции (БПК), в ко-
торой блоки – перестановки столбцов единичной матрицы об-
щего вида. Очевидно, БЦК является подклассом БПК. Выбор 
конкретных блоков, как правило, определяется с помощью 
интенсивного компьютерного моделирования, возможно, 
направленного при помощи некоторых, порой достаточно 
сложных эвристик. Некоторые из них используют анализ 
структуры матрицы и связанного с ней графа Таннера, а 
также весовые распределения строк и столбцов проверочной 
матрицы, и для улучшения структуры матрицы иногда ис-
пользуется маскирование матрицы (3) нулевыми блоками. 

Как правило, для эффективного исправления независимых 
ошибок проверочные матрицы должны включать большое 
число блоков. Обычно число блоков γ в столбце (3) не менее 
четырёх, и может достигать нескольких десятков, как, напри-
мер, в кодах стандарта мобильной связи 5G. Число блоков в 
строке ρ определяется скоростью кода R и может быть при-
мерно оценено как ρ = γ / (1 – R).  

Возможность применения блочно-циркулянтной кон-
струкции для исправления однократных пакетов ошибок рас-
сматривалась в [21], где было показано, что если не исполь-
зуется маскирование нулевыми блоками, длина однократного 
исправляемого пакета b0 не превышает величину m – 1. Сле-

довательно, с учётом границы Рейгера b0 £ r/2 при выборе 

кодов БЦК для исправления пакетов ошибок информацион-
ная избыточность используется более эффективно, если 
число блоков невелико. Указанная верхняя граница 

b0 £ m – 1 справедлива и для БПК. 

При наименьшем значении γ = 2 известны коды Гилберта, 
являющиеся подклассом БЦК и базовая матрица (4) которых 
имеет вид 

00 0 0

10 1 2b


  ρ
 

 
 

H .    (5) 

Важно отметить, что в конструкции (5) матрица цикличе-
ской перестановки С получена циклическим сдвигом столб-
цов единичной матрицы влево. Это имеет большое значение 
для исправления пакетов ошибок, так как при использовании 
сдвига вправо корректирующая пакетная способность этих 
кодов резко ухудшается. Это связано с тем, что корректиру-
ющая способность кода при исправлении пакетов ошибок 
связана с подматрицами из подряд идущих столбцов, и если 
при исправлении независимых ошибок использование экви-
валентных МППЧ-кодов, т.е. отличающихся перестановкой 
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координат кодового слова или столбцов проверочной мат-
рицы, не влияет на дистанционные и спектральные характе-
ристики кода, а также на обычно рассматриваемые структуры 
графа Таннера, в случае пакетов ошибок эквивалентные коды 
могут обладать принципиально разными свойствами. 

Корректирующая способность кодов Гилберта при ис-
правлении однократных пакетов ошибок может быть вычис-
лена аналитически с помощью процедуры, описанной в [22]. 
При ρ = 3 длина исправляемого пакета b = m – 1, и такие коды 
лежат на границе Рейгера. Однако с ростом параметра ρ кор-
ректирующая способность кодов Гилберта уменьшается при-
мерно линейно до значения около m/2, и начиная со значений 

ρ » m/2 не изменяется. Корректирующая способность кодов 

Гилберта для некоторых значений m приведена на рисунке 1. 

Рис. 1. Корректирующая способность кодов Гилберта  
при исправлении однократных пакетов 

В [23] предложено обобщение кодов Гилберта для γ = 3. 
Базовая матрица таких кодов имеет вид  
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Заметим, что конструкции (5) и (6) детерминированы в 
том смысле, что для заданных параметров ρ и m существует 
ровно один код Гилберта и его обобщение для γ = 3. 

Конструкция (5) может быть также обобщена до вероят-
ностного ансамбля кодов с базовой матрицей 

0 1 ρ 2

0 0 0 0

10  ρb

p p p pρ 1



 



2 ρ   

1 ,


H  (7) 

где {p0, p1, …, pρ–1} – случайная перестановка чисел от 0 до 

ρ – 1, с условием, что pi+1 – pi ¹ 1 ни для какого i = 0, …, ρ – 2. 

Доказано, что для простых m коды (5) и (6) всегда исправляют 
пакеты длиной до m – 1, что является наилучшей возможной 
корректирующей способностью для БЦК относительно раз-
мера блока, однако для составных значений m корректирую-
щая способность данных кодов неизвестна.  

Проведём экспериментальный анализ корректирующей 
способности при исправлении однократных пакетов для сле-
дующих классов кодов: 

– расширенные коды Гилберта (6) и (7) с разными разме-
рами блоков (при представлении результатов экспериментов 
будем обозначать эти классы кодов через 3-Gilb и 3-Gilb 
Perm, соответственно); 

– вероятностный ансамбль блочно-циркулянтных кодов
со случайными базовыми матрицами (4) (обозначим этот 
класс как BCC); 

– вероятностный ансамбль блочно-перестановочных ко-
дов со случайно сгенерированными перестановками (обозна-
чим этот класс как BPC). 

Проанализируем коды из указанных ансамблей для γ = 3, 
ρ = 6 и для γ = 3, ρ = 12. В случае γ = 2 результаты БЦК и БПК 
не будут лучше, чем у кодов Гилберта, при γ = 4, как отмеча-
лось, ухудшается относительная корректирующая способ-
ность, т.к. для кодов одинаковой длины и скорости размер 
блока m, являющийся верхней границей для b0, заметно 
уменьшается с ростом γ.  

Для указанных конструкций будем оценивать расхожде-
ние максимальной длины b0 исправляемого пакета и верхней 
границы для БЦК и БПК, равной m – 1, а точнее, будем оце-
нивать величину m – b0, лучшую (минимальную) среди сгене-
рированных кодов вероятностного ансамбля. При расхожде-
нии m – b0 = 1 будем получать оптимальные коды, достигаю-
щие максимально возможной корректирующей способности 
для БЦК и БПК. 

На рисунке 2 показаны результаты моделирования для 
расширенных кодов Гилберта вида (6) и (7). Можно заметить, 
что для простых значений размера блока для обоих кодов рас-
хождение равно единице, т.е. достигается максимальное зна-
чение корректирующей способности. Однако для составных 
m случайные коды Гилберта показывают лучший результат, 
чем детерминированные: для нечётных размеров блока в ан-
самбле всегда находится код с корректирующей способно-
стью b = m – 1, а для нечётных – с b = m – 2. Коды вида (6) для 
составных m показывают сравнительно небольшую длину ис-
правляемого пакета. 

Рис. 2. Зависимость расхождения корректирующей способности 
размера блока для расширенных кодов Гилберта при ρ = 6 

На рисунке 3 представлены результаты моделирования 
для БЦК, БПК и расширенных кодов Гилберта при ρ = 6.  
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Рис. 3. Зависимость расхождения корректирующей способности 
размера блока для МППЧ-кодов при γ = 3, ρ = 6 

Для вероятностных ансамблей было сгенерировано 1000 
случайных кодов и выбраны лучшие из них по корректирую-
щей способности (увеличение выборки не приводит к значи-
мым изменениям результатов). Как видно из рисунка, для 
БПК были найдены коды с длиной исправляемого пакета 
m – 1 для всех рассмотренных значений m, для БЦК, как и для 
случайных кодов Гилберта, верхняя граница достигается для 
нечётных значений m и на единицу хуже для чётных значе-
ний. Расширенные детерминированные коды Гилберта опти-
мальны при простых m и приведены для сравнения. 

Из рисунков 2 и 3 видно, что циклические вероятностные 
конструкции, т. е. коды вида (6) и БЦК, показывают одинако-
вую корректирующую способность для лучших случаев. На 
рисунке 4 представлена вероятность нахождения кода с мак-
симальной корректирующей способностью для этих кон-
струкций при нечётном размере блока. Как видно из графи-
ков, для случайных расширенных кодов Гилберта вероят-
ность нахождения кода с b = b0 заметно выше, чем для БЦК. 

На рисунке 5 представлены результаты моделирования 
для БЦК, БПК и расширенных кодов Гилберта при ρ = 12. Для 
вероятностных ансамблей было сгенерировано 100 случай-
ных кодов. Как видно из рисунка, результаты несколько хуже 
для БПК – при некоторых малых значениях размера блока m 
не были найдены оптимальные коды с максимальной длиной 
пакета. Заметно хуже результаты для БЦК, и расширенные 
коды Гилберта снова показывают наихудший результат. Воз-
можно, при увеличении выборки могут быть найдены коды, 
более близкие к оптимальным. При этом при простых m, как 
и ранее, во всех случаях для всех конструкций получены коды 
максимальной корректирующей способности. 

Рис. 4. Вероятность нахождения кода с максимальной  
корректирующей способностью для БЦК и случайных  

расширенных кодов Гилберта 

Рис. 5. Зависимость расхождения корректирующей способности 
размера блока для МППЧ-кодов при γ = 3, ρ = 12 

Заключение 

В статье рассматривается задача определения корректиру-
ющей способности при исправлении пакетов ошибок для не-
которых классов кодов с малой плотностью проверок на чёт-
ность, проверочная матрица которых состоит из блоков. На 
основе комбинаторной метрики Е.М. Габидулина сформули-
рован подход к определению комбинированного (компаунд-
ного) вектора ошибки, состоящего в общем случае из много-
кратных пакетов и независимых ошибок, а также понятие 
обобщённой корректирующей способности.  

Для случая исправления однократных пакетов ошибок 
проведена экспериментальная оценка корректирующей спо-
собности блочно-циркулянтных кодов, а также их подклас-
сов: кодов Гилберта. Рассмотрено обобщение кодов Гилберта 
на основе детерминированной конструкции и вероятностного 
ансамбля. Показано, что детерминированные расширенные 
коды Гилберта достигают оптимальной для блочных кон-
струкций корректирующей способности лишь для простых 
размеров блоков, тогда как вероятностные расширенные 
коды Гилберта могут быть оптимальны для любого нечётного 
размера блока. Этим же свойством обладают и блочно-цирку-
лянтные конструкции общего вида, однако вероятность 
нахождения оптимальных кодов на основе вероятностных 
расширенных кодов Гилберта выше, чем для общего ансам-
бля блочно-циркулянтных кодов. Рассмотрен также вероят-
ностный ансамбль блочно-перестановочных кодов, для кото-
рого показано, что он содержит оптимальные коды для лю-
бого размера блока проверочной матрицы. 

Полученные результаты могут быть использованы для по-
строения схем кодирования для систем связи, ошибки в кото-
рых характеризуются одиночными пакетами, позволяют вы-
полнять адаптацию кодовых конструкций с учётом как стати-
стических особенностей каналов связи, так и требований к 
вычислительной эффективности процедур кодирования и де-
кодирования. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Мини-
стерства науки и высшего образования Российской Федера-
ции, соглашение № FSRF-2023-0003, «Фундаментальные ос-
новы построения помехозащищённых систем космической и 
спутниковой связи, относительной навигации, технического 
зрения и аэрокосмического мониторинга».  
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Abstract

The article discusses the problem of evaluating the noise immunity of some codes with a low density of parity checks, the parity-check matrix

of which is composed of blocks of various nature. A generalized approach to determining the correcting ability of a code is considered for the

case when errors are a combination of bursts and independent errors of a given multiplicity, based on combinatorial coverage of a set of erro-

neous word positions. The purpose of this work is to analyze the correcting ability of ensembles of block-permutation codes in comparison

with widely used block-circular codes, as well as their well-known subclasses to correct single error bursts. It is known that for all these designs,

the maximum possible length of a fixed single burst is strictly less than the block size, so if the block size and maximum length differ by one,

such codes are optimal within these designs. An experimental estimation of the length of the corrected single burst for Gilbert codes, their

deterministic and probabilistic extensions, an ensemble of block-circulant codes, as well as an ensemble of block-permutation codes is carried

out. It is shown that the ensemble of block-permutation codes contains optimal codes for block structures at any block size. This property is

not possessed by the other constructions considered: for block-circulant codes, including extensions of the Gilbert code, optimal codes are

found only for odd values of the block size. At the same time, the probability of selecting the code with the maximum correction ability from

the ensemble is higher for the extended Gilbert code than for the general block-circulant code. The considered deterministic extended Gilbert

code shows a relatively small correction ability and is optimal only for simple block size values. The results of the work can be used to build

code schemes and increase the reliability of transmission in channels with a complex noise structure described by grouping errors.

Keywords: low-density parity-check codes, block-permutation construction, quasi-cyclic codes, error bursts, channels with memory
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