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Современные средства связи, находят применение в самых разных сферах
деятельности человека, а также и в различных автоматизированных и
информационных системах. При этом формируемые ими сообщения весьма
различны по своей природе, а также отличаются требованиями по времени
доставки сообщений, их верности и т.д. Помимо этого необходимо
учитывать, что для обеспечения телекоммуникационных возможностей для
различных источников используются различные среды передачи, а именно:
физические пары проводов, оптические линии связи, радио среда и т.д.,
имеющие существенно отличающиеся характеристики, что необходимо
учитывать при выборе соответствующего метода передачи сигналов.
Преобразование различных сообщений от источника в цифровую форму
позволяет обеспечить их эффективную обработку, например, первичное и
помехоустойчивое кодирование, в том числе с учетом возможности
применения программных решений при практической реализации. В тоже
время для согласования спектральных характеристик цифрового сигнала с
частотными характеристиками канала необходимо использование методов
дискретной модуляции, в результате чего сигнал становится аналоговым.
Таким образом, на различных этапах происходят преобразования сигналов,
которые рассматриваются в различных метрических пространствах. Причем
эти преобразования не отвечают условиям изоморфного преобразования,
что требует отдельного исследования с учетом способов дискретной
модуляции и видов действующих помех. В результате появляется
возможность нахождения оптимального способа биекции пространств при
преобразовании сигналов, что в частности для методов дискретной
модуляции позволяет уменьшить вероятность битовой ошибки при
демодуляции в условиях действия помех.
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Введение 

Методы дискретной модуляции, использующие разнооб-
разные способы изменения параметров несущего сигнала, 
предусматривают, согласно исходному сообщению, адекват-
ные изменения (модуляцию) одного или нескольких парамет-
ров гармонического колебания 

н U U cos(0 0 t  0 ) , где 

0U  – амплитуда гармонического колебания, 
0

–  частота и

0  – начальная фаза. Поскольку в современных информаци-

онных и телекоммуникационных системах все виды сообще-
ний от различных источников преобразуются в цифровую 
форму, то соответствующие значения модулированного сиг-
нала, а точнее одного или нескольких значений его парамет-
ров: амплитуда, частота или фаза, принимают определенные 
дискретные значения, каждое из которых ставится в соответ-
ствие цифровой кодовой комбинации, отображающей исход-
ное сообщение от источника [1-3, 15-18]. 

Сообщения от различных источников, часто изначально 
имеющих неэлектрическую природу, например, акустиче-
ский сигнал, температурный датчик, изображение и т.д. при-
нято рассматривать, как изменяющееся во времени сообще-
ние S t( ) , которое затем с помощью соответствующих 

устройств преобразуется в электрический сигнал s t( ) . Ис-

ходное сообщение S t( ) , а также его электрическое отображе-

ние в виде сигнала s t( ) , могут быть как непрерывны, так и 

дискретны во времени, а также они могут быть непрерывны 
или дискретны по принимаемым значениям.  

Современная элементная база, а также широкое использо-
вание программных решений в практической реализации раз-
личных устройств обосновывает повсеместное использова-
ние цифровых методов передачи, хранения, обработки и при-
ема сигналов [7-12]. Поэтому после преобразования неэлек-
трического сообщения S t( )  в электрический сигнал s t( )  

происходит его дальнейшая трансформация в цифровой сиг-
нал 

Цs t( ) . В итоге после цифрового отображения исходное 

сообщение превращается в цифровой, как правило, двоичный 
сигнал, когда каждая кодовая комбинация соответствует 
определенным значениям исходного сигнала s t( )  и, следова-

тельно, сообщению s t( ) . 

На рис. 1 показаны этапы описанных преобразований, а 
также и последующих трансформаций, обеспечивающих тре-
буемой качество и возможность передачи исходного сообще-
ния к получателю. 

Рис. 1. Этапы преобразований сообщение-сигнал-цифровой сигнал-
… 

Сообщения и сигналы для их количественного оценива-
ния описывают в определенных метрических пространствах, 
обладающих характерными для данного описания свой-
ствами, обеспечивающими адекватность описания [23-26]. 
Таким образом, преобразования сообщений в сигналы и далее 

сигналов в другие сигналы будут соответствовать трансфор-
мациям из одного метрического пространства в другое. При 
этом особенности и отличия описаний в разных метрических 
пространствах могут приводить к неизоморфности трансфор-
маций, что следует учитывать, исходя из задачи восстановле-
ния после всех преобразований вначале исходного электри-
ческого сигнала s t( ) , а затем и исходного сообщения S t( ) . 

Отметим, что на любом этапе преобразований: сообщение 
S t( )  в сигнал s t( )  затем сигнал s t( )  в сигнал 

Цs t( )  и т.д. в 

исходный преобразуемый элемент вносятся определенные 
искажения. Однако величина этих искажений должна отве-
чать установленным требования, предусмотренным для дан-
ного этапа преобразований в зависимости от решаемой за-
дачи. Например, при преобразовании речевого сигнала, зани-
мающего диапазон до 10 кГц, в электрический сигнал, со-
гласно поставленной задаче вносятся ограничения по отобра-
жаемой полосе частот до 4 кГц, что обеспечивает необходи-
мое качество телефонной связи с учетом требований об эко-
номном использовании частотного диапазона, хотя и с опре-
деленной потерей качества восстановленного речевого сооб-
щения. 

Цифровой сигнал 
Цs t( )  с целью повышения качества вос-

становления на приме в условиях действия помех, а именно, 
уменьшения вероятности ошибки, претерпевает трансформа-
цию согласно выбранному помехоустойчивому коду, в ре-

Ц Пs (tзультате чего получаем цифровой сигнал )  с внесен-

Ц П Л

ной дополнительной избыточностью, обеспечивающей соот-
ветствующее обнаружение и при необходимости исправле-
ние возникших ошибок. Далее цифровой сигнал необходимо 
преобразовать в вид, соответствующий той среде, по которой 
будет осуществляться его передача. Например, это могут 
быть пара медных проводов, оптический кабель, «радио 
эфир» и так далее, обладающие совершенно разными частот-
ными характеристиками, что необходимо учитывать на этапе 
преобразования цифрового сигнала в линейный s t( ) , 

который и передается по каналу или линии связи. 
Помимо описанных трансформаций, показанных на рис. 1, 

сигналы могут иметь и ряд других преобразований, напри-
мер, связанных с группообразованием, сжатием, скремблиро-
ванием и так далее. Однако в данной работе остановимся на 
исследованиях преобразований, показанных на рис. 1. 

Не снижая общности рассуждений, предположим, что  
исходное сообщение S t( )  отображается в пространстве 

Евклида. Предположим также, что и электрический «эквива-
лент» данного сообщения, а именно сигнал s t( ) , также пред-

ставляется в данном пространстве. Дальнейшая его трансфор-
мация в цифровой сигнал 

Цs t( )  соответствует преобразова-

нию сигналов из пространства Евклида в пространство Хэм-
минга, когда определенным счетным элементам сигнала s t( )  

ставится во взаимно однозначное соответствие определенные 
кодовые комбинации цифрового сигнала 

Цs t( ) . Осуществля-

емая таким образом биекция пространств Евклида и Хэм-
минга, может, как показано в [14], происходить разными спо-
собами (вариантами) установления соответствия, число кото-
рых равно (2n )!, где n – длина кодовой комбинации цифро-

вого сигнала.  
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Условимся множество элементов сигнала s t( )  обозначать 

через A, а сами элементы через 
i a A , где 1,i N , а

N  2n . Отображение аналогового сигнала s t( )  в виде счет-

ного числа элементов 
i a A  вносит в него определенные ис-

кажения. Однако, помимо этого могут возникать дополни-
тельные искажения, если на приеме по причине действия по-
мех вместо некоторого элемента 

ia  будет принят другой эле-

мент a ,j i  j . При этом, как показано в [14] величина этих 

дополнительных искажений определяется не только интен-
сивностью действующих помех, но и способом биекции мет-
рических пространств, что и станет предметом дальнейших 
исследований. 

Дополнительные искажения, возникающие при восста-
новлении сигнала s t( ) , отобразим в виде следующей мат-

рицы искажений 
,i jZ : 

12 13 1

21 23 2

21 3

0

0

0

N

N
,i j

N N N

z z z

zz z

z z z

 
 

  
 
 
 

Z




    


,    (1) 

где 
ijz  указывает на величину искажения, если вместо эле-

мента 
ia  был принят элемент

j
 a . 

Для обоснованного выбора способа биекции пространств 
с целью минимизации возможных дополнительных искаже-
ния необходимо также знать вероятности их возникновения, 
что можно установить, задав соответствующую матрицу ве-
роятностей, когда вместо элемента 

ia  будет принят элемент

ja . 

Запишем ее в следующем виде: 

11 12 13 1

21 22 23 2

21 3

N

N

NN N NN

p p p p

p p p p

p p p p

 
 

  
 




P




    


 ,    (2) 

Используя выражения (1) и (2) можно вычислить среднюю 
величину дополнительных искажений 

1 1

N N

ij ij
i j

Z p z  ,  (3) 

что явится количественной оценкой при поиске способа би-
екции пространств, обеспечивающего минимизацию средней 
величины искажений в сигнале s t( ) . 

Рассматривая дальнейшие преобразования сигналов со-
гласно рис. 1, аналогичным образом можно характеризовать 
возникающие ошибки и искажения с учетом трансформации 
соответствующих пространств. Например, при преобразова-
нии цифрового сигнала в линейный с его последующей пере-
дачей по каналу или линии связи в сравнимости с тем, что 
было рассмотрено выше, происходят противоположные пре-
образования пространств, а именно, цифровой сигнал, описы-
ваемый в пространстве Хэмминга, преобразуется в линейный 

сигнал, который зачастую отображается в пространстве Ев-
клида. В результате на приемной стороне следует рассматри-
вать искаженный, по причине действия помех, линейный сиг-
нал, который трансформируется в цифровой. В цифровом 
сигнале в результате искажений линейного сигнала могут по-
явиться ошибки. 

Цифровой сигнал 
Цs t( )  представим в виде элементов 

i b B , где 1,i N , а N  2n . Множество B определяет

множество цифровых кодовых комбинаций, биективно свя-
занных с элементами 

i a A  сигнала s t( ) . 

Далее согласно рис.1 элементы 
i b B  цифрового сигнала 

t( )Цs  преобразуются в элементы 
i c C , где 1,i N , а

множество C определяет элементы цифрового помехоустой-

Ц Пs (tчивого сигнала ) . 

Затем цифровой сигнал 
Ц Пs (t)  преобразуется в линей-

ный t( )Ц П Лs . Причем в цифровом сигнале выбираются M 

кодовых комбинаций цифрового сигнала, которые ставятся в 
соответствие элементам линейного сигнала согласно его раз-
мерности, например, размерности выбранного метода моду-
ляции, содержащего элементы 

i d D , где 1,i M , а мно-

жество D определяет элементы линейного сигнала 
Ц П Лs t( ).  

Следует отметить, что размерность множества M, как пра-
вило, не совпадает с размерностью множества 𝑁, поскольку 
определяется выбранным методом многократной декретной 
модуляции, тогда как множество 𝑁 характеризуется количе-
ством сообщений, порождаемых источником. 

Ц Пs (tДля расчета среднего число ошибок в )  на прием-

Ц П Л

ной стороне, возникающих из-за искажений в линейном сиг-
нале s t( ) , после его прохождения по каналу или линии 

связи, необходимо аналогично (2) определить вероятности 
трансформации 

id  в 
jd , что будет приводить к ошибкам в 

цифровом сигнале. При этом следует также определить мат-
рицу кодовых расстояний в пространстве Хэмминга между 
цифровыми кодовыми комбинациями, которые будут соот-
ветствовать 𝑀 элементам линейного сигнала.  

Для двоичного взвешенного (натурального) кода матрица 
кодовых расстояний будет согласно [14] иметь вид: 

1 1 1

11 1

m m m
m

m m m

  

 

 
   

D D J
D

JD D
,     (4) 

где m – количество символов в кодовой комбинации цифро-
вого сигнала, соответствующей элементу линейного сигнала, 

m1J  – квадратная матрица соответствующей размерности, 

состоящая из единиц, при этом
0

 D  0 , 
1

0 1

01


  
 

D
 и т.д. 

Как уже отмечалось при передаче по каналу или линии 
связи каждому значению модулированного сигнала ставят в 
соответствие определенную кодовую комбинацию из 𝑚 двоич-
ных символов, согласно кратности метода модуляции [19, 21]. 

В [4, 5] описано определенное количество различных ме-
тодов модуляции, проведено их сравнение и обоснован вы-
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бор, исходя из требований по помехоустойчивости, сложно-
сти реализации и т.д. При этом, однако, не в полной мере 
были исследованы возможности уменьшения вероятности 
битовой ошибки на приеме при демодуляции за счет оптими-
зации сопоставления пространств Хэмминга и Евклида с уче-
том действующих помех, приводящим к различным распре-
делениям ошибок в демодулированном сигнале. 

Наиболее часто используемым методом кодирования пе-
ред процедурой модуляции является представление двоичной 
последовательности с помощью кода Грея [6]. В этом случае 
каждому информационному символу из созвездия многопо-
зиционного сигнала, предаваемого по каналу или линии 
связи, ставится в соответствие кодовая комбинация, которая 
отличается на один бит от соседней, с помощью которой ко-
дируется наиболее близко расположенный символ. Объясня-
ется такой подход уменьшением вероятности ошибки на бит 
при приеме сигнала, т.к. перепутываются из-за действия по-
мех чаще всего символы, расстояние между которыми мини-
мально. Однако данное предположение справедливо только 
при этом допущении, да и то требует более детального обос-
нования с точным учетом того или иного распределения ве-
роятностей возникновения искажений различной величины. 

Отметим также, что преобразование натурального (взве-
шенного) кода в код Грэя с установлением последующего со-
ответствия с элементами созвездия модулированного сигнала 
может быть реализовано и иным способом. Тот же результат 
может быть достигнут и при использовании непосредственно 
натурального (взвешенного) кода или любого другого, од-
нако с измененным правилом установления соответствия 
между кодовыми комбинациями и соответствующими значе-
ниями модулированного сигнала [7], что позволяет упростить 
практическую реализацию формируемого созвездия модули-
рованного сигнала. 

Постановка задачи. Рассмотрим прием сигнала М-пози-
ционной квадратурной амплитудной модуляции (M-QAM) на 
фоне аддитивного шума. Предположим, что в некоторый мо-
мент времени найдены мягкие решения 

I Q,r r  следующего вида:

,

  ,
II

Q Q

r  I

r Q





  (5) 

где  ,I Q  – отсчеты шума, который представляет собой 

стационарный случайный процесс с нулевым средним значе-
2нием и дисперсией ( ) E E(2 2 )I Q    ( E ( )  – оператор ма-

тематического ожидания), I, Q – передаваемые квадратуры 
информационных символов M-QAM – сигнала, выбираемые из 
множеств: I I m( ),Q Q(l ) , I( ) (m m2 1 M ) ,d  

Q l( ) (2l 1 M )d , m l, 1,2,... M ,  2d – расстояние между 

соседними символами I или Q, дисперсия квадратур равна
2

2 M ( 1)
I( ) E(Q )

3
E 2 2  d

 .

Обозначим точки созвездия сигнала через 
s , 0,1, 2,... 1sA M .  Координатами 

,1 ,2s s,a a  точки 
sA

s l(( 1) 1M  m ) являются значения квадратур I ( )m Q, (l)  

информационных символов: 

 

 1) ,1 ,2

1,3, ... 1,
)

( l( l) ,  2, 4,. M.. .
s s s

I m( ) Q(l) ,  l M
A a ( a

I M  m Q

 





 (6) 

Пусть 
sH  – гипотеза, 

j  – решение, s , 0,1,.j M..  . 1

Требуется по наблюдаемым мягким решениям найти матрицу 

переходных вероятностей 00 0 1

10 1 1

M

M M M M

 PP

PP



  M 


  

 
 

P   


, 

где ( / H )js j sP  P – вероятность принять решение
j

 
при верности гипотезы 

sH , т.е. вероятность вынести реше-

ние о том, что передавался информационный символ с квад-
ратурами 

,1 ,2j j,a a , а на самом деле присутствуют квадра-

туры 
,1 ,2s s,a a . 

Решение задачи. Пусть известна функция плотности ве-
роятности (ФПВ) шума  . Процедуру детектирования сиг-

нала будем проводить по критерию наименьшего расстояния, 
который, используя (5) и (6), можно записать в следующем 
виде: 

,1 ,2

2 2
,1 ,2( )  min

s
sI Q s

s , a a
r a ) r(  a . 

Обозначим 
,1 ,1 ,2 ,2s I s s Q s  r a ,    r  a , 

,1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,2sj j s sj j sc a a  ,  d c  a  a  d ,  

,1 ,1 ,1 ,sj j sb a a  d sj ,2 j ,2 s ,2
 b a  a  . d

Пусть максимальные и минимальные значения координат 

,1 ,2,j ja a  равны 
1max 2maxa a  M( 1 )  d, 1min 2mina a  (1 )M  d

соответственно. Тогда условные вероятности перехода 
s jP

можно представить как 

 
   

,  c 

,1 1 ,1 ,2 2 ,2 1,2 1,2max j1,2 1,2min

,1 1 1, 2 ,2 2 2min j1 1min j1 1max

,1 1 1, ,2 2 2 2max j1 1min j1 1max

,  c ,  если , ;

, ,  если , , ;

,  если , , ;

sj s sj sj s sj j

sj s sj s sj j

sj s sj sj s j

sj

P c b b a  a a  a

P c b b

P c b a a  a a  a

P

   

 

 

 a a a a a a

 a 



   
   

    ,
  

1 ,1 ,2 2 ,2 1 1min 2 2min 2 2max

,1 1 ,2 2 ,2 1 1max 2 2min 2 2max

1 ,1 2 ,2 1,2 1,2min

,1 1 ,2 2

, ,  если , , ;

,  c ,  если , , ;

,  если ;

,  c , если 

s sj sj s sj j j j

sj s sj s sj j j j

s sj s sj j

sj s sj s j

P b  c b

P c b

P b b a  a

P c a





 a a a a a a

 a a a a a a



     

1,2 1,2max

1 ,1 ,2 2 1 1min 2 2max

,1 1 2 ,2 1 1max 2 2min.

;

 ,  c ,  если , ;

, ,  если ,

s sj sj s j j

sj s s sj j j

a

P b    a a a  a

P c b

















 


  a  a a a

  (7) 

Выражения (7) позволяют количественно оценить проце-
дуру детектирования линейного модулированного сигнала 

t( )Ц П Лs , подвергшегося влиянию помех в канале или ли-

нии связи, и восстановление цифрового сигнала 
Ц Пs t( ) , в 

котором могут в результате этого появиться битовые ошибки.  
Исследуем более подробно этот вопрос, исходя из предпо-

ложения, что в канале связи действует белый гауссовский 
шум (БГШ), что в отдельных случаях достаточно хорошо со-
гласуется с реальной ситуацией при малом отношении сиг-
нал/шум, когда превалирующим мешающим фактором стано-
виться тепловой шум. Проведем также аналогичные исследо-
вания и в предположении, что действующие помехи приводят 
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к равномерному распределению  . Возможны конечно и лю-

бые другие распределения, что можно учесть при необходи-
мости. В данном случае основной целью является разработка 
метода оптимизации биекции пространств с целью миними-
зации либо искажений сообщений от источника, либо мини-
мизация битовых ошибок при восстановлении цифрового 
сигнала после его передачи по каналу или линии связи. Кроме 
того, важно оценить на сколько в количественном отношении 
полезна оптимизация биекции пространств.  

Предположим, что   – белый гауссовский шум (БГШ).  

В этом случае в выражении (7) совместные вероятности пред-
ставляют собой произведение вероятностей по каждому  
событию, например, 

P c   
b P c 

,1 1 ,1 ,2 2 ,2

,1 1 ,1 ,2 2 ,2 ,1 ,2

,  csj s sj sj s sj

sj s sj sj s sj sj sj

b b

P c b P P

 

  




 и т.д. 

В результате для гауссовской плотности распределения шума 
2с дисперсией 

 формула (7) приобретает следующий вид: 

 b 

P c

sj k,sj k,

max min

sj k,sj k, min

1
,  

2 2 2

если , ;

  1
1 ,  если ;

2 2

1
1

2 2

sj k

  erf 
sj, ,k

sk

jk k jk k

sj ,k
sk jk k

sj ,k
sj ,k sk

cb
P c erf

a a

b
P P b erf a  a

c
erf

 











   
  

     


 
   

a a

  
    

  

  
    

  
max,  если ;

1, 2.

jk ka a















k 

(8)

,1 ,2sj sj sjP P P ,  где 2

0

) 
2

x

 
erf (x e t dt


 . 

Теперь рассмотрим случай, когда шум   распределен рав-

номерно в интервале от B до B (
2

2

3 
B ). Тогда условные

вероятности перехода 
s jP принимают следующий вид: 

P c 

 

sj k,sj k,
sj k, sj k,

sj k, sj k,sj k, sj k,

sj k, sj k,

sj k,sj k,

m ax m in

sj k,sj k,

,  если c ,
2

1,  если c , ;  
0,  если c B  

или c

, ;

,  если ,
2

1,  е

sk

jk k jk k

sj ,k
sj ,k

sk

cb
,B b B

B
,B b Bb
,B b

,B b B

a a a a

Bb
b B

B
PP b






  


    


    



 




 

P c 

sj k, m in

sj k,sj k, m ax

сли ,  ;  ;

0,  если 

,  если ,
2

1,  если ,  ; ;

0,  если 

1, 2.

jk k

sj ,k

sj ,k
sj ,k

sk jk k

sj ,k

Bb a a

b B

B c
c B

B
c B a a

Bc


















  
  


        
   
k 


(9) 

Вычислительный эксперимент. На рисунке 2 показано 
созвездие сигнала с точками 

sA  и квадратурами (6)
,1 ,2ss

 ,a a , 

s  0,1,...15, m l , 1,2,3,4  при d  0.24 ,  2  0.288 . 

Воспользовавшись выражениями (8), (9) для расчета пере-
ходных вероятностей проведено определение переходной 
матрицы P для сигнала 16-QAM [13, 20]. Аддитивный шум 
предполагался белым гауссовским и равномерным [22, 25]. В 
результате были получены соответствующие матрицы приве-
денные в (2). Далее, рассматривая в качестве исходного спо-
соба установления соответствия между элементами созвездия 
модулированного сигнала и восстанавливаемыми двоичными 
кодовыми комбинациями, число которых в данном случае 
равно 16, были рассмотрены все возможные варианты биек-
ции пространств и для них рассчитано среднее число возни-
кающих битовых ошибок по формуле (3) с учетом матрицу 
кодовых расстояний, приведенной в (4). 

0 15

Проведенный компьютерный поиск по полученным мат-
рицам P позволил из ~2,09 ∙ 10ଵଷ вариантов биекции про-
странств выбрать те, при которых среднее число битовых 
ошибок будет минимальным и для сравнения выигрыша – 
максимальным. Кроме того, были выделены наиболее часто 
используемые способы кодирования, а именно, код Грэя и 
натуральный (взвешенный) код. Другими словами, был реа-
лизован полный перебор компьютерного поиска способа со-
ответствия двоичных кодовых комбинаций определенным 
значениям A , … A . 

Начало расчетов бралось от натурального кода, для кото-
рого индекс при соответствующем элементе 

0A , … будет со-

ответствовать двоичной кодовой комбинации, т.е. 
0A = 

(0000), …, 𝐴ଵହ= (1111). 
Результаты расчетов приведены в таблицах 1 и 2. Способ 

кодирования указан в виде последовательности десятичных 
чисел, каждая из которых соответствует двоичной кодовой 
комбинации из четырех символов. Помимо этого, в таблицах 
в столбцах, обозначенных A, B, C, D,…,I, J приведены полу-
ченное значение количества ошибок при определенной ин-
тенсивности действующей помехи. 

Рис. 2. Созвездие сигнала 16-QAM 

,1 ,2s s sA a( ,a :)  

0 ( 3A d , 3 )d ; 
1A d( , 3d ;)  

2A d( ,3d ) ; 
3 (3A d ,3 )d ; 

4 (3A d , )d ;  
5A d( ,d ) ; 

6A d( , d ;)  
7 ( 3A d , )d ; 

8 ( 3A d , )d ; 
9 A d( ,d ;)  

10A d( ,d ) ; 
11(3A d , )d ; 

12 (3A d ,3 )d ; 
13A d( ,3d ) ; 

14 A d( ,3d ;)  
15 ( 3A d ,3 ) .d  
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Таблица 1 

Результаты расчета числа ошибок при оптимальном  
кодировании для различных соотношений сигнал/шум  

и гауссовском распределении шума 

Варианты 2
 (ОСШ, дБ)

10-2 (14.6) 10-1 (4.59) 1 (-5.4) 10 (-15.4) 

A B C D
натур 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 

10,11,12,13,14,15,16 
10136 201784 275008 305128 

Min A 
Грей 

1,2,4,3,7,8,6,5, 
13,14,16,15,11,12,10,9 

4344 113344 252888 300672 

Max A 
1 

1,8,13,12,5,4,9,16, 
3,6,15,10,7,2,11,14 

14400 260776 312972 319148 

Min B 
Грей 

1,2,4,3,7,8,6,5, 
13,14,16,15,11,12,10,9 

4344 113344 252888 300672 

 Max B 1,8,10,15,2,7,9,16, 
5,4,14,11,6,3,13,12 

14400 260776 312972 319148 

Min C 
2 

1,2,3,4,8,7,6,5, 
9,10,11,12,16,15,14,13 

5792 143808 241064 291880 

Max C 
3 

1,8,12,5,4,11,15,16, 
6,13,9,10,7,2,14,3 

9432 208752 317676 323396 

Min D 
2 

1,2,3,4,8,7,6,5, 
9,10,11,12,16,15,14,13 

5792 143808 241064 291880 

Max D 
3 

1,8,12,5,4,11,15,16, 
6,13,9,10,7,2,14,3 

9432 208752 317676 323396 

4 1,8,9,4,13,6,11,16, 
2,5,12,3,14,7,10,15 

13764 258488 310356 315772 

5 1,2,3,4,8,6,7,5, 
9,10,11,12,16,14,15,13 

7952 161112 242384 291928 

6 1,8,4,5,11,12,16,15, 
13,14,10,9,7,2,6,3 

7256 175968 310184 323080 

Таблица 2 

Результаты расчета числа ошибок при оптимальном 
кодировании для различных соотношений сигнал/шум и 

равномерном распределении шума 

Варианты 2
 (ОСШ, дБ)

10-1

(4.59)  
5 101

(-2.4) 

1 (-
5.41) 

3 101

(-0.18) 
2 101

(1.58) 

1.5 101

(2.83) 

E F G H I J
натур 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 

10,11,12,13,14,15,16 
241120 264840 282880 263664 265584 262280 

Min E 
Грей 

1,2,4,3,7,8,6,5, 
13,14,16,15,11,12,10,9 

136704 258352 276448 221056 180968 155688 

1 1,8,13,12,5,4,9,16, 
3,6,15,10,7,2,11,14 

299968 311024 315548 311144 315932 316976 

Min G 
2 

1,2,3,4,8,7,6,5, 
9,10,11,12,16,15,14,13 

182272 227536 254648 220080 215688 207584 

3 1,8,12,5,4,11,15,16, 
6,13,9,10,7,2,14,3 

250776 323448 324956 311632 294804 278392 

Min F 
5 

1,2,3,4,8,6,7,5, 
9,10,11,12,16,14,15,13 

192232 227536 254648 220080 215688 209696 

Max F 
6 

1,8,4,5,11,12,16,15, 
13,14,10,9,7,2,6,3 

214864 323464 324968 297048 265800 242632 

Max G 
6 

1,8,4,5,11,12,16,15, 
13,14,10,9,7,2,6,3 

214864 323464 324968 297048 265800 242632 

Min H 
7 

1,2,4,8,16,6,3,5, 
7,13,12,14,10,9,11,15 

156472 239380 268548 212572 184504 166920 

Max H 
8 

1,8,10,7,14,9,15,16, 
2,5,3,4,13,12,6,11 

289856 313688 315292 321016 326980 321872 

Min I 
Грей 

1,2,3,4,8,7,6,5, 
9,10,11,12,16,15,14,13 

136704 258352 276448 221056 180968 155688 

Max I 
9 

1,8,9,4,5,13,16,15, 
10,2,3,12,6,11,14,7 

293100 312204 314546 319410 328424 326080 

Min J 
Грей 

1,2,3,4,8,7,6,5, 
9,10,11,12,16,15,14,13 

136704 258352 276448 221056 180968 155688 

Max J 
9 

1,8,9,4,5,13,16,15, 
10,2,3,12,6,11,14,7 

293100 312204 314546 319410 328424 326080 

С целью большей наглядности полученных результатов 
приведенные в таблицах 1 и 2 данные были отображены на 
рисунке 3 в виде зависимости количества ошибок от отноше-

ния сигнал/шум (ОСШ) 2

2
q 10lg



 
   

 при разных способах 

кодирования, отражающих разные способы биекции про-
странств.  

а) 

б) 
Рис. 3. Зависимость количества ошибок от ОСШ при разных  
способах кодирования: а – гауссовский закон распределения;  

б – равномерный закон распределения 

Из рисунка 3 видно, что код Грея оптимален в случае гаус-
совских шумов за исключением малых значений ОСШ. Для 
сигнала 16-QAM они составляют q  5  дБ. В данных усло-

виях наименьшее количество ошибок обеспечивает код 5. 
Если шумы имеют равномерный закон распределения, то кар-
тина меняется. Код Грея начинает проигрывать перед кодо-
выми конструкциями 5 и 7 уже при q < 0 дБ.  
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Выводы 

1) Полученные результаты доказывают, что в зависимости
от интенсивности и вида действующих помех можно осуще-
ствить оптимизацию биекции пространств при выборе спо-
соба построения сигнально-кодовой конструкции, что позво-
лит уменьшить вероятность возникающих ошибок.  

2) Учитывая возможную программную реализацию сиг-
нально-кодовой конструкции, можно рекомендовать адап-
тивное построение способа биекции в зависимости от дей-
ствующих помех и их интенсивности, предусмотрев опреде-
ленной количество вариантов кодирования.  
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OPTIMIZATION OF CODING IN A SIGNAL-CODE DESIGN FOR DIFFERENT BIT ERROR DISTRIBUTIONS
DURING DEMODULATION

Artem S. Adzhemov, MTUCI, Moscow, Russia, evglushak@yandex.ru 

Natalia E. Poborchaya, MTUCI, Moscow, Russia
Abstract
Modern communications are used in a wide variety of human activities, as well as in various automated and information systems. The messages they
generate vary greatly in nature, and they also have different requirements for message delivery time, accuracy, and so on. Furthermore, it's important
to consider that various transmission media, including physical wire pairs, optical communication lines, and radio waves, have significantly different char-
acteristics to provide telecommunications capabilities for various sources. This must be taken into account when selecting the appropriate signal trans-
mission method. Converting various messages from the source to digital form enables their efficient processing, such as primary and noise-immune cod-
ing, including the potential for software solutions in practical implementation. At the same time, matching the spectral characteristics of the digital sig-
nal to the frequency characteristics of the channel requires the use of discrete modulation methods, resulting in the signal becoming analog. Thus, at
various stages, signals are transformed, which are considered in different metric spaces. Moreover, these transformations do not meet the conditions
of isomorphic transformation, requiring separate study taking into account discrete modulation methods and the types of interference present. This
makes it possible to find an optimal method for bijecting spaces during signal transformation, which, in particular for discrete modulation methods, allows
for a reduction in the probability of bit errors during demodulation under interference.

Keywords: bijection of spaces, metric spaces, signal-code constructions, source coding, types (methods) of discrete modulation, code distance 
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