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Разработаны варианты построения систем ортогональных сигнатур на
основе циркулярных матриц многопозиционных линейных рекуррент-
ных последовательностей максимального периода. Показано, что лю-
бая матрица данного класса приводится к матрице функций Виленкина-
Крестенсона с помощью уникального линейного оператора, основу ко-
торого составляет перестановка строк и столбцов циркулярной матри-
цы по возрастанию значений элементов мультипликативной группы рас-
ширенного поля Галуа по модулю неприводимого примитивного поли-
нома, использовавшегося при формировании исходной последователь-
ности. Установлено, что передача в радиоканале потока информацион-
ных символов на основе любой системы вышеупомянутых сигнатур и
быстрая обработка результирующего сигнала в приемнике на основе
обобщенного быстрого преобразования Фурье в базисе функций 
Виленкина-Крестенсона связаны с несколькими вариантами перемеже-
ния передаваемых информационных символов. Показано, что исполь-
зование для передачи информации одновременно нескольких разных
систем разработанных ортого-нальных сигнатур в сочетании с быстрым
алгоритмом компенсации их взаимных помех на основе обобщенного
быстрого преобразования Фурье в базисе функций Виленкина-Крес-
тенсона позволяет в повысить пропускную способность канала связи в
число раз, равное числу одновременно использующихся систем, по
сравнению с методом передачи информации на основе одной системы
ортогональных функций, и полностью скомпенсировать взаимные по-
мехи. Новый способ компенсации взаимных помех является результа-
том ранее неизвестных свойств систем предлагаемых ортогональных
сигналов, выявленных в данной работе. Данное увеличение пропуск-
ной способности канала связи возможно при совместной компенсации
шумовой помехи.  
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Введение 

Модулированные системы ортогональных функций, при 
формировании и обработке которых используются спек-
тральные преобразования, в настоящее время широко исполь-
зуются в телекоммуникационных системах, прежде всего, в 
сотовых сетях мобильной связи [1-5 ], в различных системах 
радиосвязи и радиовещания [6-8], при передаче телевизион-
ных сигналов [1, 2] и т.д. Вместе с тем, в практических при-
ложениях применяются лишь два типа таких систем функ-
ций, являющихся частными случаями системы Виленкина-
Крестенсона (ВК), - это система дискретных экспоненциаль-
ных функций (ДЭФ) и система функций Уолша-Адамара. 
Спектральные преобразования на основе этих систем функ-
ций являются частным случаем соответствующего преобра-
зования в системе ВК, называемого обобщенным преобразо-
ванием Фурье, а его быстрый вариант будем называть обоб-
щенным быстрым преобразованием Фурье (БПФ) [9-15].  

Применение ДЭФ рассматривалось в качестве основы для 
формирования телекоммуникационных сигналов еще в 
начале 60-х годов, а их теория развита в [12]. Как известно, 
дискретные аналоги сигналов OFDM (orthogonal frequency-di-
vision multiplexing) представляют собой ДЭФ, в результате 
чего при их демодуляции оказалось возможным применение 
традиционного БПФ [14]. Ортогональная система дискрет-
ных функций Уолша-Адамара и соответствующее ей быстрое 
преобразование Адамара (БПА) применяется в cdma-
системах мобильной связи 3-его поколения и в спутниковой 
системе Globalstar [7, 8]. Как БПФ, так и БПА являются част-
ными случаями обобщенного БПФ [12].  

Число ортогональных сигналов в системе всегда соответ-
ствует размерности используемой матрицы дискретных 
функций, поэтому присоединение к ней любых дополнитель-
ных функций с целью повышения пропускной способности 
канала связи приводит к появлению взаимных помех одно-
временно передаваемых сигналов и, следовательно, позво-
ляет получить необходимый результат только в случае воз-
можности снижения требований к качеству передачи инфор-
мации, по сравнению с вариантом использования только ор-
тогональной системы сигналов. Компенсация взаимных по-
мех, как правило, требует значительных вычислительных за-
трат [16-23]. Дополнительные сигналы не могут быть обрабо-
таны в контексте применяемого быстрого преобразования.    

Основную идею этой статьи составляет рассмотрение воз-
можности использования для передачи информации матриц-
циркулянтов в общем случае скремблированных 𝑝-ичных ли-
нейных рекуррентных последовательностей (ЛРП), включая 
М-последовательности, в качестве наборов дискретных орто-
гональных сигналов. Как известно, частными случаями 𝑝-ич-
ных ЛРП являются М-последовательности (МП), теория ко-
торых развита в работах [24-27]. Как показано в [25], их мат-
рицы-циркулянты при перестановке столбцов приводятся к 
системам функций Уолша и, следовательно, при демодуля-
ции соответствующих систем сигналов может использо-
ваться БПА. Как показано в [26], все варианты матриц-цирку-
лянтов таких функций одной и той же размерности преобра-
зуются к одной и той же матрице функций Уолша. То есть, 
если для передачи информации используются одновременно 
несколько полных наборов матриц-циркулянтов разных МП 
одной и той же длины, то при линейном преобразовании 

входной смеси сигналов по некоторому правилу можно полу-
чить матрицу функций Уолша, модулированную набором ин-
формационных символов, при преобразовании той же смеси 
по другому правилу – получим ту же матрицу функций Уо-
лша, но модулированную другим набором информационных 
символов и т.д. При этом будут образовываться взаимные по-
мехи, соответствующие значениям периодической взаимно 
корреляционной функции (ПВКФ) используемых псевдослу-
чайных последовательностей (ПСП). Очевидно, выбирая 
пары так называемых предпочтительных МП [28-32] для по-
строения исходных ортогональных систем, можно получить 
в качестве взаимной помехи отсчеты ПВКФ ПСП Голда, то 
есть минимизировать уровень таких помех при передаче ин-
формации на основе двух систем ортогональных функций. 
Кроме того, оказывается возможным упростить процедуру 
обращения матриц при компенсации этих помех.  

Вместе с тем, 𝑝-ичные ЛРП в настоящее время не приме-
няются на практике для формирования шумоподобных сигна-
лов, в литературе отсутствуют таблицы неприводимых при-
митивных полиномов, необходимых для их формирования, и 
не найдены предпочтительные ПСП для формирования 𝑝-ич-
ных аналогов ПСП Голда. Но любая ПВКФ МП может быть 
вычислена с помощью БПА [26]. Кроме того, как показано 
ниже, ПВКФ 𝑝-ичной ЛРП может быть вычислена на основе 
обобщенного БПФ. Данное обстоятельство целесообразно 
использовать при построении алгоритма компенсации взаим-
ных помех, образующихся при использовании одновременно 
нескольких систем ортогональных функций для передачи ин-
формации. 

Цель работы. Разработка способов построения матриц-
циркулянтов 𝑝-ичных ЛРП, а также их линейного преобразо-
вания к системам ВК и способов компенсации взаимных по-
мех на основе обобщенного БПФ при одновременном исполь-
зовании систем соответствующих ортогональных сигналов 
для передачи информации. 

Построение матриц-циркулянтов p-ичных ЛРП 

Принципы построения матриц-циркулянтов МП, являю-
щихся частным случаем 𝑝-ичных ЛРП, рассмотрены в [25], 
поэтому в данной статье будем рассматривать более общий 
вариант – матрицы-циркулянты 𝑝-ичных ЛРП. 

Как известно, любую p-ичную ЛРП с периодом

N pm 1 и элементами из множества {0,1,,(p1)} можно 

сформировать с помощью неприводимого примитивного по-
линома 𝑚-го порядка: 

1
1 1 0mm mf ( )x a x m a x a

m ...  a x  ,   (1) 

где значения набора его коэффициентов 
10 2 1a, ,a ,a ,m m ma a 

также принадлежат множеству{0,1, ,(p 1)} [27,28] (в даль-

нейшем такой полином будем называть 𝑝-ичным полиномом 
𝑚-го порядка). Сформированную ПСП представим как век-
тор-строку 

N 1 , k  0,...,
i

n
l i  ,xi k ; i  0,...,m 1  ,  
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где 
,i kx  – элементарный символ ПСП, k-номер ее символа,  

i – номер ее циклического сдвига на 0,1,...,l N 1i    сим-

волов относительно ПСП n0 0  с циклическим сдвигом, при-

нятым в качестве нулевого, n – номер способа упорядочения 
ПСП по их циклическим сдвигам.  

С другой стороны, 𝑝-ичную ЛРП можно сформировать на 
основе циклической мультипликативной группы расширен-
ного поля Галуа GF pm( )  по модулю 

mf x( ), каждый элемент 

которой представим как вектор-столбец 

0,...,  T
, 0,..., 1);( 1 ,k N  i  ,i kx k  m    где  T  – обо-

значение транспонированной матрицы. В данном случае   
k – номер элемента мультипликативной группы с первообраз-

 nk 1( 1,...,4)ным элементом  0 , причем  k
nH  , где 
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– варианты сопровождающей матрицы f x( )m
 размерностью 

m m. 
Отметим, что для так называемого двойственного поли-

нома 0 1 1
1mД m ma x  af ( )x a x  am mx 
.. . ,  являю-

щегося неприводимым и примитивным, как и исходный по-
лином,  
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В результате при нумерации коэффициентов двойствен-
ного (зеркального) полинома, совпадающей с нумерацией ис-
ходного полинома, и формировании сопровождающих 

матриц в соответствии с (2), получим матрицы, на основе ко-
торых нельзя построить мультипликативные группы поля с 
максимальным периодом повторения элементов, равным N, 
так что  , 0 1 N N  . 1 При этом в качестве  0  можно 

выбрать любой элемент группы. В качестве примера в табл. 1 
приводятся элементы максимальных мультипликативных 
групп расширенных полей Галуа для троичных полиномов 
второго порядка 2

2f ( )  2x x  x 1 и f ' 2
2 ( )  2x x  x 1. 

Использовались матрицы 
1H  и 

3H  при первообразном эле-

менте  0  1 0T . В дальнейшем десятичное представле-

ние любого 𝑘-го элемента мультипликативной группы будем 
обозначать как 

10


k , так что
10

0   3. Отметим также, что

в данном случае H T

12 1H   H  и H T

4 3 3H   .H  

Таблица 1 

𝑘 
2f x( ) '

2f x( ) 

1H 3H 1H 3H

0 3 3 3 3
1 1 4 1 7
2 4 7 5 8
3 5 2 8 2
4 6 6 6 6
5 2 8 2 5
6 8 5 7 4
7 7 1 4 1

Для получения 𝑚 циклических сдвигов 𝑝-ичной ЛРП рас-
смотрим матрицу, составленную из всех элементов мульти-
пликативной группы, расположенных последовательно:

0
n

1 ...  1 ,N k  H
k . 1 Как известно, строки получен-

ной матрицы являются циклическими сдвигами 𝑝-ичной ЛРП 
[25], то есть  

1

1

00

110 1

1

...

n

n
l

,m n

n

ml m


 



   ... N    

 
 








,
  (4) 

где   – обозначение матрицы размерности m N , по-
,m n

строенной на основе 𝑛-ой сопровождающей матрицы непри-
водимого примитивного полинома f x( ). Строки этой мат-

m

рицы представляют собой циклические сдвиги 𝑝-ичной ЛРП 
на li  ее символов относительно n

0 0,  0,...,i m 1– номер

строки матрицы. Циклический сдвиг строки с нулевым номе-
ром считается равным нулю, то есть l0  0 . Как видно, нуле-

вой циклический сдвиг, как и структура  , определяется 

выбором 
nH  и  0 . Так для матрицы 

1

,m n

H  очевидно 
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В результате 
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 .
 (6) 

Для полиномов 
2f x( ) , f '

2 x( )  и их сопровождающих мат-

1
риц H  и

3
 H  элементы соответствующих матриц 

m,1  пред-

ставлены в таблице 2. 
Таблица 2 

f2(x) H1 f2(x) H3 
Элементы 

группы 
k Элементы 

группы 
k

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
[k]10 k]10 [

3 1 4 5 6 2 8 7 3 4 7 2 6 8 5 1

0,kx 1 0 1 1 2 0 2 2 
0,kx 1 1 2 0 2 2 1 0

1,kx 0 1 1 2 0 2 2 1 
1,kx 0 1 1 2 0 2 2 1

f’2(x) H1 f’2(x) H3 
Элементы 

группы 
k Элементы 

группы 
k

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

[k]10 k]10 [

3 1 5 8 6 2 7 4 3 7 8 2 6 5 4 1

0,kx 1 0 1 2 2 0 2 1 
0,kx 1 2 2 0 2 1 1 0

1,kx 0 1 2 2 0 2 1 1 
1,kx 0 1 2 2 0 2 1 1

Таким образом, для любого 𝑛 существует в общем случае 
четыре, а в частном случае две (когда 

2 1 4 3H H  и H H ) 

матрицы 
,m n  размерности m N , содержащих m  несов-

падающих циклических сдвигов 𝑝-ичной ЛРП на 
0 1 1,l l ,...,lm

символов. Следующие m циклических сдвигов 

21 1,...,l ,m m m,l l    не совпадающих с 
1,l l0 1,...,lm , можно получить 

при перемножении матриц 
nHm  и 

,m n , следующий набор 

циклических сдвигов – при перемножении 
nH 2m  и 

,m n  и т.д. 

В результате матрица, предположительно содержащая все 
циклические сдвиги исходной ПСП, будет содержать число 
строк, делящееся нацело на m. Но общее число циклических 
сдвигов ПСП не может быть больше ее длины N, поэтому по-
следний блок, полученный в соответствии с вышеописанным 
правилом, будет содержать циклические сдвиги, содержащи-
еся и в первом блоке 

,m n . При этом общее число блоков, 

полученных по правилу x
n m,n

 H   и содержащих не совпадаю-

щие циклические сдвиги p-ичной ЛРП, будет равно A

m

n( ) , где

x  0,1, 2 ... , а A N( ) – число, делящееся нацело на m и 

наиболее близкое по значению к N, причем A(N) > N.  
Матрицу, полученную в соответствии с правилом 

2
m n, ,ц

N( )

,

...

,m n
т
n m,n
т

n m,n

C т
n m,n

 
 
 

  
 
 
 







H

H

H

(7) 

будем называть матрицей-циркулянтом p-ичной ЛРП, где 

C N( )
A N( )

 1  m 


. Ее размерность составит A( )N N . 

Элементы матриц 
2,1,ц  и 

2,3,ц  сформированных на ос-

нове полиномов 
2f x( )  и f '

2 x( ) , приведены в таблице 3. 

Таблица 3 

𝑓ଶሺ𝑥ሻ H1 𝑓ଶሺ𝑥ሻ H3 
Цикли-
ческие 
сдвиги 

МП 

𝑘 𝑖 𝑙 Цикли-
ческие 
сдвиги 

МП 

𝑘 𝑖 𝑙
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 

[k]10 [k]10

3 1 4 5 6 2 8 7 3 4 7 2 6 8 5 1 
𝑥, 1 0 1 1 2 0 2 2 0 0 𝑥, 1 1 2 0 2 2 1 0 0 0 
𝑥ଵ, 0 1 1 2 0 2 2 1 1 1 𝑥 ,ଵଵ 0 1 1 2 0 2 2 1 1 7 

𝑥ଶ, 1 1 2 0 2 2 1 0 2 2 𝑥ଶ, 2 0 2 2 1 0 1 1 2 2 
𝑥ଷଷ, 1 2 0 2 2 1 0 1 3 3 𝑥ଷ, 1 2 0 2 2 1 0 1 3 1 

𝑥 ,ସସ 2 0 2 2 1 0 1 1 4 4 𝑥ସ, 2 2 1 0 1 1 2 0 4 4 

𝑥 ,ହହ 0 2 2 1 0 1 1 2 5 5 𝑥ହ, 0 2 2 1 0 1 1 2 5 3 

𝑥 , 2 2 1 0 1 1 2 0 6 6 𝑥, 1 0 1 1 2 0 2 2 6 6 

𝑥, 2 1 0 1 1 2 0 2 7 7 𝑥, 2 1 0 1 1 2 0 2 7 5 

𝑓ଶ
ᇱሺ𝑥ሻ H1 𝑓ଶ

ᇱሺ𝑥ሻ H3 
Цикли-
ческие 
сдвиги 

МП 

𝑘 𝑖 𝑙 Цикли-
ческие 
сдвиги 

МП 

𝑘 𝑖 𝑙
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 

[k]10 [k]10

3 1 5 8 6 2 7 4 3 7 8 2 6 5 4 1 

𝑥 , 1 0 1 2 2 0 2 1 0 0 𝑥, 1 2 2 0 2 1 1 0 0 0

𝑥ଵ, 0 1 2 2 0 2 1 1 1 1 𝑥ଵଵ, 0 1 2 2 0 2 1 1 1 7

𝑥ଶଶ, 1 2 2 0 2 1 1 0 2 2 𝑥ଶ, 2 0 2 1 1 0 1 2 2 2

𝑥ଷ, 2 2 0 2 1 1 0 1 3 3 𝑥ଷ, 2 2 0 2 1 1 0 1 3 1
𝑥ସ, 2 0 2 1 1 0 1 2 4 4 𝑥ସ, 2 1 1 0 1 2 2 0 4 4
𝑥ହହ, 0 2 1 1 0 1 2 2 5 5 𝑥ହ, 0 2 1 1 0 1 2 2 5 3

𝑥, 2 1 1 0 1 2 2 0 6 6 𝑥, 1 0 1 2 2 0 2 1 6 6
𝑥, 1 1 0 1 2 2 0 2 7 7 𝑥, 1 1 0 1 2 2 0 2 7 5

Из анализа этих таблиц следует, что использование сопро-
вождающих матриц 

1H , 
2H  для построения матриц-цирку-

лянтов привело к формированию так называемых упорядо-
ченных матриц, у которых каждая последующая строка сдви-
нута циклически на один символ влево, по сравнению с 
предыдущей строкой [24]. Далее будем обозначать их как 

m n, ,цу . В то же время при формировании матриц-циркулян-

тов на основе 
3H , 

4H  получаются псевдослучайные цикли-

ческие сдвиги их строк. Но результаты исследований 
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структур матриц-циркулянтов для МП, полученные в [24], 
позволяют предположить, что данный результат соответ-
ствует лишь рассматриваемым в этой статье вариантам не-
приводимых полиномов, для которых H H2 1

 и 
34H H .  

2 1
В общем случае, когда H H  и

34
 H H , упорядоченные 

матрицы могут формироваться на основе 
2H  и 

4H , а мат-

рицы с псевдослучайными сдвигами строк – на основе 
1H  и 

3H . 

Начальный блок p-ичной ЛРП 
ib , находящейся в 𝑖-ой 

строке упорядоченной матрицы-циркулянта может быть вы-
числен по формуле:  

0
2i b H i , (8) 

где 0,..., 1b  i i , ,x kk m  . В дальнейшем
ib  будем 

называть абсолютным циклическим сдвигом 𝑝-ичной ЛРП. 
Отметим также, что выбор элемента любой мультиплика-

тивной группы  0y ( 1,2,...,y N 1)  в качестве первообраз-

ного приводит к ее циклическому сдвигу на 𝑦 элементов, в 
результате чего все строки матриц-циркулянтов также сдви-
гаются циклически на 𝑦 элементов.  Таким образом, на основе 
каждого первообразного элемента  0y ( 0,2,...,y N 1) и 

любой из матриц 
nH  можно сформировать матрицу-цирку-

лянт p-ичной ЛРП. То есть существует 4N или 2N несовпада-
ющих матриц-циркулянтов одной и той же ПСП рассматри-
ваемого типа.  

Формирование систем ортогональных многопозиционных 
сигнатур на основе p-ичных ЛРП и их свойства 

На основе матриц-циркулянтов p-ичных ЛРП можно 
построить системы почти ортогональных сигнатур, которые 
будем представлять как строки матриц вида: 

xSN ( ,i k)  W ,i k   , (9) 

где  1, ...,i N – номер строки матрицы,  1,...,k N – 

номер столбца, 
2

1,
j

N p m  W  e p



. В дальнейшем сим-

волы 𝑖 и 𝑘 в обозначении матрицы (9) опустим. 
Для разъяснения сути предлагаемого подхода к построе-

нию совокупностей почти ортогональных и ортогональных 
сигнатур, способу передачи и выделения информационных 
символов на их основе, будем рассматривать упорядоченные 
матрицы-циркулянты p-ичных ЛРП. C этой целью можно ис-
пользовать и неупорядоченные матрицы, но в этом случае 
усложняется изложение разрабатываемого метода без изме-
нения его сути из-за необходимости описания дополнитель-
ных вариантов перестановок строк и столбцов матриц. 

В качестве примера рассмотрим построение почти ортого-
нальных сигнатур на основе упорядоченных матриц-цирку-
лянтов, приведенных в таблицах 3 и 5. В результате получим 
матрицы: 

1 0 1 1 2 0 2 2

10 1 2 0 2 2 1

11 2 0 2 2 1 0

1 2 0 2 2 1 0 1

8 2 00 2 1 0 1 1

0 2 2 1 0 1 1 2

2 2 1 00 1 2 0

2 1 0 1 1 2 0 2

1 0 1 2 2 0 2 1

0 1 2 2 0 2 1 1

1 2

8

,a

b

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 



S

S

2 0 2 1 1 0

2 2 0 2 1 1 0 1

2 0 2 1 1 0 1 2

0 2 1 1 0 1 22

2 11 1 1 2 2 0

11 0 1 22 0 2

,

W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

W W W W W W W W

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (9) 

где
88

 S ,Sa b  – две разные упорядоченные системы почти орто-

гональных сигнатур, для различения которых использованы 

буквенные символы a и b; 
2

3
j

W e


. В дальнейшем для упро-
щения рассуждений будем рассматривать упорядоченные си-
стемы, хотя выбор способа их построения не имеет принци-
пиального значения.  

На основе каждого неприводимого примитивного поли-
нома и его сопровождающей матрицы H2 можно построить N 
упорядоченных систем почти ортогональных сигнатур при 
использовании для их построения разных первообразных эле-
ментов мультипликативной группы, соответствующих этой 
матрице. Если для построения последующей матрицы почти 
ортогональных сигнатур используется следующий элемент 
мультипликативной группы, то ее строки будут сдвинуты 
циклически относительно предыдущей матрицы на одну 
строку, то есть последняя строка станет первой, первая вто-
рой и т.д. 

Учитывая, что каждая строка любой упорядоченной мат-
рицы SN является циклическим сдвигом выбранной p-ичной 
ЛРП на один символ влево, матрицу, строки которой пред-
ставляют собой значения периодических автокорреляцион-
ных функций (ПАКФ) сигнатур, назовем циркулярной авто-
корреляционной матрицей (ЦАКМ). Ее можно рассчитать по 
формуле:  

T* *
ЦАКМ

11
N NN N N N S S S S ,      (10) 

где *
N

T

S  – транспонированная матрица 
NS  с комплексно- 

сопряженными элементами, ∙∗ – обозначение комплексно- 
сопряженной матрицы или ее комплексно-сопряженного  
элемента. Равенство в (10) справедливо, поскольку для упо-

рядоченных матриц 
T

N NS  S . В частности, для любой из 

систем почти ортогональных сигнатур (9) получим одинако-
вые матрицы: 
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ЦАКМ

1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8

1/ 8 1 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8

1/ 8 1/ 8 1 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8

1/ 8 1/ 8 1/ 8 1 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8

1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1 1/ 8 1/ 8 1/ 8

1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1 1/ 8 1/ 8

1/ 8 1/ 8 1/ 8 1

Re 

1     
    
   

 
   

     
  

ЦАКМ

,

/ 8 1/ 8 1/ 8 1

1/ 8 1/ 8  1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1

Im 

 
 


 


 


 


1 / 8 

 
  

 0,

  (11) 

где 𝟎 – матрица, состоящая из нулей. 
ПАКФ исходной 𝑝-ичной ЛРП в ее традиционном пред-

ставлении можно получить путем преобразования любой 
строки ее ЦАКМ. В качестве примера на рисунке 1 приво-
дится действительная часть ПАКФ 𝑅𝑒ሾ𝝌ПАКФሺ𝑘ሻሿ, получен-
ная из строки ЦАКМ с номером ноль. Значения ПАКФ при 
отрицательных значениях k соответствуют циклическим 
сдвигам второй сигнатуры влево относительно первой. В дан-
ном случае их можно получить при зеркальном отражении 
значений Re ПАКФ k( )  относительно оси ординат координат-

ной плоско сти  ПАКФR e k( ) , . k Таки м образом, для двух

рассматриваемых ПСП получили вид Re ПАКФ k( )  (см. рис. 1), 

характерный для всех 𝑝-ичных ЛРП, что является подтвер-
ждением их принадлежности к этому классу последователь-
ностей. При этом Im ПАКФ k( )  0  при всех значениях k. 

Рис. 1. Вид действительной части ПАКФ любой 𝑝-ичной ЛРП 
при N = 8 

Циркулярная взаимно корреляционная матрица (ЦВКМ) 
любых двух упорядоченных систем почти ортогональных 
сигнатур a и b описывается формулой: 

T* *

ЦВКМ, S S
1 a b .S S

1 a b

Nab N
  N N N N

   (12) 

Также будем рассматривать  

*

ЦВКМ,ba N
  N N

1
S Sb a .   (13) 

В частности, для систем (9) получим: 

ЦВКМ

2 / 8 2 / 8 1/ 8 1/ 8 5 / 8 4 / 8 1/ 8 4 / 8

1/ 8 4 / 8 2 / 8 2 / 8 1/ 8 1/ 8 5 / 8 4 / 8

4 / 8 1/ 8 4 / 8 2 / 8 2 / 8 1/ 8 1/ 8 5 / 8
,

5 / 8 4 / 8 1/ 8 4 / 8 2 / 8 2 / 8 1/ 8 1/ 8

1/ 8 1/ 8 5 / 8

Re ab


  4 / 8 2 / 8 2 / 8 1/ 8 1/ 8 5 / 8 4 / 8 1/ 8
  
  

     
  1/ 8 5 / 8 4 / 8 1/ 8 4 / 8 2 / 8 2 / 8 1/ 8





ЦВКМ

,

4 / 8 1/ 8 4 / 8 2 / 8 2 / 8

2 / 8 1/ 8 1/ 8 5 / 8 4 / 8 1/ 8 4 / 8 2 / 8

.ab,Im

 
 
 






 
 
    

 
  0

  (14) 

ЦВКМ

1/ 8 2 / 8 2 / 8 1/ 8 2 / 8 1 / 8 1/ 8 1/ 8

1/ 8 1/ 8 2 / 8 2 / 8 1/ 8 2 / 8 1/ 8 1 / 8

1/ 8 1/ 8 1/ 8 2 / 8 2 / 8 1 / 8 2 / 8 1/ 8

1/ 8 1/ 8 1/  8 1/ 8 2 / 8 2 / 8 1/ 8 2 / 8
,

2 / 8 1/ 8

1/ 8 2 / 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 2 / 8 2 / 8

2 / 8 1/ 8 2 / 8

Re ba

  
 




   1 / 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 2 / 8 2 / 8 
  





ЦВКМ

,

1/ 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8 2 / 8

2 / 8 2 / 8 1/ 8 2 / 8 1/ 8 1/ 8 1/ 8

ba , .Im

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 1/ 8
 0

 (15) 

Как видно, обе ЦВКМ, так же, как и ЦАКМ, имеют цик-
лическую структуру, в результате чего ПВКФ двух рассмат-
риваемых 𝑝-ичных ЛРП можно получить путем преобразова-
ния любых их строк. В частности, при  0,1,...,k N  1 

значения действительных частей ПВКФ Re   П ВК Ф ,ab   и

П ВК Ф ,bаRe  

риц-циркулянтов 

  равняются элементам верхних строк их мат-

Re   ЦВКМ ,ab   (14) и Re ЦВКМ,bа   (15).

При отрицательных значениях 𝑘, соответствующих цикличе-
ским сдвигам второй сигнатуры относительно первой вправо, 
значения ПВКФ соответствуют нижним строкам (14) и (15) 
без последнего символа. В качестве примера на рисунке 2 а,б 
приводится ПВКФ 

ПВКФ,abRe   и
ПВКФ,bаRe   р ассматри-

ваемых ПСП, образующих системы 𝑎 и 𝑏. 

а) 

б) 

Рис. 2. Виды действительных частей ПВКФ Re ПВКФ,ab 
 (а)

и 
ПВКФ,bаRe  

 (б) p-ичных ЛРП, образующих почти

ортогональные системы 𝑎 и 𝑏 (9) 

Заметим, что при добавлении к матрицам (9) строки 
сверху и столбца слева, элементы которых равны W0 1, по-
лучим квадратные матрицы размерности 9, состоящие из ор-
тогональных сигнатур:   
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0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 00 1 2 0 2 2

0 0 1 1 2 0 2 2 1

0 1 1 2 00 2 1 0

0 1 2 0 2 2 1 0 1

0 20 2 2 1 00 1

0 0 2 2 01 11 2

0 2 2 1 0 10 2 0

0 2 1 0 1 1 2 0 2

a

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

 


 



 

 
 





 


9s , 

000 00 00 00

0 1 0 1 2 2 0 2 1

00 0 222 2 1 1

10 2 2 0 2 1 1 0

20 2 0 2 11 1 1

0 2 0 2 1 1 10 2

0 0 2 1 11 1 2 2

0 2 11 0 1 2 2 0

0 1 11 1 2 2 0 2

b

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

 
 





 



 





9s .    (16) 

Размерность систем ортогональных сигнатур составляет 
mp N 1, а ,i k  0,..., N .  Соответственно ЦАКМ каж-

дой из них и ЦВКМ любых двух разных по структуре систем 
одной и той же размерности можно определить как: 

 m

T
*  S S * 

pmS
m

,
pmS*

ЦАКМ ,о

1
S

p
S

m m

1 1
pm

pm pmpp p


a b** T

ЦВКМ ,о,

11
m m pm m b S Sa

ppmab p pm p
 S S ,

** T

ЦВКМ ,о,

1 1
m m m S Sb  m a S b S ,a

ba p pm ppmp p
   (17) 

где 
p

S m
 матрица размерности 𝑝 ൌ 𝑁  1, описывающая си-

стему ортогональных сигнатур. Для каждой из таких 
T*систем очевидно выполняется равенство: 1

pm
S

p pm m S I , где

I – единичная матрица. Общее количество разных ортого-
нальных сигнатур одной и той же размерности, построенных 
в соответствии с вышеописанным правилом, определяется 
числом разных p-ичных ЛРП максимального периода одной 
и той же длины, а также числом отличающихся по структуре 
сопровождающих матриц каждого полинома, на основе кото-
рого формируется ЛРП.  

Рассмотрим очевидные, но весьма важные свойства орто-
гональных сигнатур, построенных на основе матриц-цирку-
лянтов p-ичных ЛРП. Подчеркнем, что они будут формули-
роваться для упорядоченных систем, у которых каждая по-
следующая строка матрицы-циркулянта циклически сдви-
нута на один символ вправо, по сравнению с предыдущей 
строкой. Кроме того, строки с столбцы с одинаковыми номе-
рами совпадают, в результате чего для любой системы 

 T

m

a m

a

pp
S S . 

Свойство 1. 
Матрица 

p
S m

, описывающая любую упорядоченную си-

стему ортогональных сигнатур, обращается, причем *1

pmp
S 

m  S


и S *  1

mp p
** S , по

m
скольку S S

1 1
p pm m

p pm m pm  S
pm S  .I

Свойство 2. 
Мнимые части матриц, описывающих корреляционные 

свойства систем ортогональных сигнатур состоят из нулей, то 
есть

ЦАКМ,о
 Im   0

 и
ЦВКМ,о,ab ЦВКМ,о,ba

 Im 0Im  
 для лю-

бой пары ортогональных систем (a и b) одной и той же размер-

mm m m

a a aa

p p p pЦАКМ,о     
 

 
 

ности, поскольку Im  Re ImS S Im ReS S .
 



Свойство 3. 

,S m S m S mS m

a a a b

p p p p
Re 



 Im 

 I
 m 


 Re 

0 
 .0

Равенство нулю произведения действительной и мнимой 
частей матрицы, описывающей любую ортогональную си-
стему, можно доказать при анализе ее структуры.  

Действительно, при перемножении этих двух матриц 
необходимо сначала каждый элемент строки первой матрицы 
перемножить с соответствующим элементом столбца второй 
матрицы. В данном случае каждый элемент строки результи-
рующей матрицы состоит из 

cos sin ik   1
s sin 2

2ik iks , пs  оскольку

произведения 

 s  s  у упорядо-
ik ik

ченной матрицы, где 
iks  – показатель экспоненты исходной 

матрицы-циркулянта, находящейся в i-ой строке и k-ом 
столбце. Далее, необходимо учесть, что при поэлементном 
перемножении любых строки и столбца исходной матрицы-
циркулянта получается другая или та же самая строка или 
столбец исходной матрицы. Поэтому при суммировании эле-
ментов sin2 iks  по i или по k всегда получаем сумму сину-

сов удвоенных значений показателей экспоненты соответ-
ствующей строки или столбца матрицы-циркулянта, которая 
всегда равна нулю. 

Свойство 4. 
Матрица, состоящая из действительной части матрицы-

циркулянта любой ортогональной системы, образует условно 
ортогональную систему, поскольку 

1S m S m

a a
ypp

Re
 Re



 

 I , 

где 
y1I  – условно единичная матрица. Очевидно, что

y1I  – 

это диагональная матрица, у которой элемент главной диаго-
нали с номером ноль равен p m , а остальные элементы диаго-

нали равны p. Таким образом 
1 1

1

  

p

 m m

a a
y p

I  ReRe S
  S 

 
.

Свойство 5. 
Матрица, состоящая из мнимой части матрицы-цирку-

лянта любой ортогональной системы, образует условно орто-

гональную систему, поскольку 
2S mS m

aa

pp
Im 

 Im
 

  I y
,

где I  – условно единичная матрица, у которой элемент 
y 2

главной диагонали с номером ноль равен нулю, остальные 
элементы главной диагонали равны pm1 . 
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Таким образом матрица a

p
Im

S m



 условно обращается, и 

1 1

2
 
 


p

a
m S 

m

a
y p

I  Im



    Im



S . 

Свойство 6.   

Любая матрица 
ЦВКМ,о,аb , равная 1

m m

p m p p

*

S Sa b , обра-

щается, причем   b a*1 1
ЦВКМ,о,а m p p ЦВКМ,о,b bap

и  1

ЦВКМ,о,ba ЦВКМ,о,аb


  , поскольку справедливо равенство:

p m 
2* 1*1 2

2

1
p pm m p p

S S S m S m  .I

9 9

Учитывая, что Свойство 6 выявлено здесь впервые, про-
иллюстрируем его с помощью сигнатур S a  и S b  (см. 14). 

Для них получим: 

ЦВКМ,о,

1 0 00 00000

0 1 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9

0 3 / 9 1 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9

0 3 / 9 6 / 9 3 / 9 0

0 0 3 / 9 3 / 9 1

0 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9 1 0 3 / 9 6 / 9

0 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9 1 0 3 / 9

0 3 / 9 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9 1 0

0 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9 1

abRe


 
 3 / 9 0 

0 3 / 9 3 / 9 1 

 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9









ЦВКМ,о,

,

abIm







 
 
 
 
 




 


  0,
 (17) 

ЦВКМ,о,

1 00 0 00000

0 1 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9

0 3 / 9 1 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9

0 3 / 9 3 / 9 1 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9 0

0 0 3 / 9 3 / 9 1 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9

0 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9 1 0 3 / 9 6 / 9

0 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9 1 0 3 / 9

3 / 9 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9 1 0

0 0 3 / 9 6 / 9 3 / 9 0 3 / 9 3 / 9 1

baRe


 
 
 
  


 
0 
 



ЦВКМ,о,

,

baIm
















  0,
(18) 

Легко проверить, что 

ЦВКМ ,о ,

ЦВКМ ,о ,ab ,baЦВКМ ,о ЦВКМ ,о ,ba ЦВКМ ,о ,ab   

 Re  ab  ЦВКМ ,о ,ba I. Re 


.  

Свойство 7. 
Пусть каждая строка матрицы 

p
S m

b  умножена на одну и 

ту же последовательность комплексных ненулевых символов 
jkJ (k  0,..., N)kJ e , нарушающих ортогональность ее строк, 

то есть сформирована матрица  
0

j1

0

1

0 0 ... 0

0 ... ... 0
.

... ... ... ... ...

00 0 ...

J

J

NJ

j

,p J p

j
N

J e

J e

J e 




  
 
 



S =m mSb bJ,J

Данную процедуру в дальнейшем будем называть 

mp
скремблированием ортогональной системы S b . 

Тогда ЦАКМ скремблированной системы 
* 2

ЦАКМ ,о

11
* mm m m

b b
,b p pm ppmp p

  J S JJ S S Jb S , пb оск* ольку

 ,p J p

b*
T

S J *m m

b*S . Соответственно для ЦВКМ 
m

a

p
S  и 

 S Sm m     S m ,p J

b  можно записать:

 m

b* T

ЦВКМ,о,

* *

1

11
* ,

m

mm m

,a b m p ,p J

b b

pm pmmp , *J p

p

p p

 



J

a

aS S

S Ja S S S



где 
p Jm , * p

S a  aS Jm
. Кроме того, 

* *
ЦВКМ,о, ,

11
.*mm m m

aS Sb a
J,b a p Jpm p pmp p

 S bJ S

*
2

2 *
ЦAКМ,о,

1

1

m

m m

aS J Sm m

a b S** *m Jb S
m p p p p

a
am p p

p

p

 

 

ЦВКМ,о, ,a b ЦВКМ,о,bJ J a,

JS Ja S I.

      Свойство 8. 

 



*
2

2 *
ЦAКМ,о

1

1

m

m m

bS J Sm m

b a S** *m Ja S
m p p p p

b
,bpm p

p

p

 

  

 ЦВКМ,о, J,b a ЦВКМ,о,a ,bJ

JS Jb S I.

Наиболее известный альтернативный вариант ортогональ-
ных сигнатур соответствует системе ВК при трех вариантах 
упорядочения дискретных функций в их структуре – это  
системы ВК-Кронекера (ВК-К), ВК-Пэли (ВК-П) и ВК-Уолша 

(ВК-У) [12]. В частности, система ВК-К при N1 32 9  
выглядит следующим образом: 

0 0 0 0 00 00 0

10 2 0 1 22 0 2

0 2 1 0 2 1 0 2 1

00 10 1 1 2 2 2

10 2 1 02 2 02
,ВКК

0 2 11111 1 0

0 0 0 2 2222 1

10 22 22 1 2 0

0 2 1 2 01 1 01

.

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

W W W W W W W W W

 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 

9S

    (19) 

Как известно, любая система ВК-К размерности p m  мо-

жет быть представлена как m-я кронекеровская степень мат-
рицы ДЭФ размерности p, то есть 

  
,ДЭФ,ВКК

,m

m

pp
 SS    (20) 
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,ВК К ,ДЭФ9 3

где m– обозначение m-ой кронекеровской степени матрицы

[12]. В частности, S S 3  , где

0 0 0 0 0 0

0 1 2 0 1 2
,ДЭФ

200 0 2 1

W W W W W W

W W W W W W

W W W W W W

   

    
    
   

3S .       (21) 

Отметим, что матрица 
2,ДЭФS  при W ej , совпадает с мат-

рицей функций Уолша-Адамара 2-го порядка. Тогда ее m-я 
кронекеровская степень – это матрица Уолша-Адамара по-

рядка 2m . Таким образом, система Уолша-Адамара является 
частным случаем системы ВК-Кронекера.  

Преобразование матрицы-циркулянта p-ичной ЛРП  
к матрице функций Виленкина-Крестенсона 

Заметим, что при перестановке столбцов матрицы 
,m n , 

сформированной на основе любой сопровождающей мат-
рицы исходного полинома (2) при любом значении первооб-
разного элемента  0 , по возрастанию значений элементов 
мультипликативной группы в их десятичном представлении, 
получим матрицу, столбцы которой представляют собой по-
следовательные значения чисел от 1 до pm ( 1  в)  𝑝-ичной 

системе счисления. Эту прямоугольную матрицу размерно-
сти m pm ( 1  о) бозначим как 

mQ , а дискретные функции, 

записанные в ее строках, пронумеруем от 0 до m( 1  и)  обо-

значим как 
10 ( 1)m,q q ,...,q . Тогда  T0 1 1...m mQ  q q q . 

2,2 2

В частности, при вышеуказанной перестановке столбцов мат-
рицы  , построенной для полинома f x( )  при n  2 и 

p 3, получим матрицу: 

0 0 1 1 1 2 22

1 2 0 1 2 0 1 2m


 

 
Q .       (22) 

При перестановке столбцов 
2,2,ц  по возрастанию значе-

ний элементов мультипликативной группы поля Галуа полу-
j
2

чим матрицу, состоящую из степеней элементов W e p  
функций ВК без символов, номера которых равны нулю, то 
есть  

222
2 2 2

m p, ,ВК 22 2

C N m( ) (C N m) C N m( )
2 2 2

,

... ... ...

m m m m
m m m

mm
mm m

m m m

m m

    
    
    

       
    
    
     

QQ

QQ

Q Q Q

QQ



I I

H H H

H H H

H H H

  (23) 

где 
mI  – единичная матрица размером 𝑚 ൈ 𝑚. Строки матриц 

2
xQ (mH x m,2 ,m ...)  образуются при суммировании по мо-

дулю p всех возможных комбинаций функций 
0 1 m( 1),q q ,...,q

и представляют собой функции ВК без символа с номером 
ноль. Порядок расположения функций ВК в матрице m p, ,ВК

 

определяется структурой матрицы   

2
2
2

2

.
...

m

m

C N( )m

 
 

  
 
 
 

H

H
H

H

  (24) 

Далее, учитывая, что HT
12  H , запишем:  

H H

 TH H  H 

 m 
 2m 

H C(N)m 


T2 C N( m)

 T TH T T   H  T T
...  H  T T

22 2

T

1

T
T

T 2 C N( m)T 1
1 1 1

T

1

... ,
...

mm

m m

 
  

 
 


 


 
 
 
 

H

H

 (25) 

где 

  m
H H  H 

0

1
1 1

11 1 1

2

1

0 0 ... 0

1 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 ... 1

m m

m

m

a

a

a

a













     H 






 

. (26) 

Затем выберем первообразный элемент мультипликативной 
группы поля Галуа, совпадающим с крайним левым столбцом 

1H , то есть  0  0 1 0 ... 0 0T . Тогда

 T10
1H    0 0 1 ... 0 0  совпадает со вто-

рым столбцом 
1H . Продолжая получим:

   TT1 2
1 1 0 1 100 ... 0 1 ...m a a ma    mH H , 

то есть m1 соответствует последнему столбцу матрицы 
1H , 

в результате чего при выборе в качестве  0  первый столбец 
матрицы 

1H  получим формулу: 0 1 1
1H    ... m   

. 

Но тогда 

 H H m m  H
1 1 0 1  H

m1 1 1 2 2
11 1 1... ...

m m m  m
   m ;




  H H 2 2 m 1 2 1 2 3 2
1 1 1

m m

  mH  ...  
m  и т.д .       (27)

Таким образом, 

mT T (2m2)T T

H  
(m 1)   C N m ( ) T T(C( )N m 1) ((C N( ) 1)m 2)

T
 ...  

... 

(28) 

где  0  0 1 0 ... 0 0
T .

1

Анализ последней формулы позволяет сделать вывод: 
строки 𝑯 являются элементами мультипликативной группы, 
сформированной с использованием матрицы H , причем ее 
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нулевая строка соответствует m( 1)-му элементу группы, а 

последняя – (( (C N) 1)m 2)-му элементу. Первообразным 

этой группыэлементом   будет 

 T1 1 0
1 0 1 1...m H  m  a a ma 

. Тогда 

m p, ,ВК

1 0 ... 0 
Qm m 

 
   

m  Q
I

HH
,    (29) 

где 
pH  – матрица, строки которой представляют собой эле-

менты мультипликативной группы поля Галуа, основанной 

1
на H при первообразном элементе группы 

 0  0 1 0 ... 0 0
T . Кроме того, при умножении

1H
на верхнюю строку матрицы 

mI  получим столбец 

 0 1 0 ... 0 0
T . Тогда первые N строк, матрицы  

H
m


 

I –

1

это полный набор элементов мультипликативной группы 
поля Галуа, построенной на основе сопровождающей мат-
рицы H , что соответствует 𝕴,ଵ

т. Таким образом,  

0,0 1,0 1,0

0,1 1,1 1,1
m p, ,ВК ,1

0, 1 1, 1 1, 1

...

...
,

...

m

m
m m m

N N m

xx x

x x x

x x x





  N



 

   


 

 Q TQ
 (30) 

где  T T0
1 0,0 1,0 1,0... 1 0 ... 0 0mx x x  H    . 

3 4

Полученные результаты можно распространить на случай ис-
пользования матриц H  и H . 

Из (26) следует, что для преобразования матрицы-цирку-
лянта p -ичной ЛРП, построенной на основе сопровождаю-

щей матрицы неприводимого примитивного полинома 
2H

или 
4H  в матрицу, состоящую из степеней функций ВК без 

символа с номером ноль, надо переставить ее столбцы по воз-
растанию значений элементов мультипликативной группы (в 
их десятичном представлении) соответствующего поля Га-
луа, построенную на основе тех же 

2 4H  или H  соответ-

ственно. Так, для полинома 
2f x( )  и его сопровождающих 

матриц 
2H , 

4H , учитывая, что в данном случае 
1 2H H  и 

3 4H H , получим матрицы: 

2,3,ВК

0 000 1 2 2 2

21 0 1 2 0 21

21 21 0 2 0 1

2 1 1 00 2 1
,

0 0 2 2 2 1 11

2 11 0 011 1

2 1 2 1 0 1 0 2

21 2 0 1 1 2 0

 




0

 
 





 



2,3,ВК

0 0 1 1 1 2 2 2

1 2 0 1 2 02 2

00 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 0 2 0 1

1 2 2 0 1 1 2 0

2 1 0 2 1 01 1

0 0 2 2 2 1 1 1

12 2 1 0 1 0 2

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 



.    (31) 

Соответственно для полинома f '
2 x( ) – матрицы: 

2,3,ВК

0 0 11 1 22 2

1 022 022 2

2 1 1 0 2 2 01

2 1 2 1 0 1 0 2
,

0 0 2 22 11 1

2 1 0 2 01 2 1

21 2 0 1 1 2 0

1 2 1 2 0 22 0

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 



2,3,ВК

0 0 11 1 22 2

1 2 10 02 1 2

21 21 0 2 0 1

12 1 0 2 2 1 0
.

0 0 22 2 111

2 1 2 2 1 0 12

2 1 0 1 0 1 2 2

21 2 0 1 1 0 2

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 



 (32) 

Учитывая, что систему ФВ-К без строки и столбца с номе-
ром ноль и представленную в виде степеней 𝑊 можно сфор-
мировать как 

0,0 1,0 1,0

0,1 1,1 1,1

1,ВК-К

0, 1 1, 1 1

...

...
,

...

m

m

m
mp

NN 1,m N

z z z

z z z

zz z







 

 
 

  
   




S Q
  (33) 

где строки 
0 , 1, ...i i 1,m iz z z , 0,...,(i N 1)– но-

мер строки являются представлениями чисел i( 1)  в 𝑝-ичной 

системе счисления, получим, что любую матрицу (31), (32) 
можно преобразовать в S путем перестановки ее 

pm1,ВК-К

строк по возрастанию соответствующих ей значений 
10


k  ,

2 1 10
 0, ...,k N  1 . Так, для f x( )  и H  значения 

k 
равны 3,1,4,5,6,2,8,7 (см.табл.2). Тогда 1-я строка левой мат-
рицы (31) будет 3-ей в матрице

pm1,ВК-К
 S , 2-я будет 1-ой,  

3-я будет 4-ой и т.д. Легко проверить, что любая матрица (31), 
(32) преобразуется в матрицу: 
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1,ВК-К

1 22 0 22 0 2

2 1 0 2 11 0 1

0 0 11 1 2 2 2

1 2 1 2 0 2 0 1

2 1 01 2 2 1 0

00 222 111

1 2 02 1 1 2 0

2 1 2 1 0 1 0 2

pm 

 
 




 
 


 




 

S

.    (34) 

Таким образом, доказано, что любая матрица-циркулянт 
𝑝-ичной ЛРП размерности pm ( 1  п) реобразуется в матрицу 

из степеней 
j
2

W e p



 элементов функций ВК размерности 

p m  при любом способе ее упорядочения путем перестановки 

строк и столбцов с последующим добавлением строки и 
столбца с номером ноль, состоящих из нулей.  

Передача и обработка информационных сигналов  
на основе матрицы-циркулянта p-ичной ЛРП 

Каждую строку матрицы ортогональной системы дискрет-
ных функций 

p
S m

* размерности mp N ( 1  ) построенной

на основе любой 𝑝-ичной ЛРП, будем считать низкочастот-
ным дискретным представлением ортогональной негармони-
ческой поднесущей, использующейся для передачи информа-
ционных символов. Процедуру модуляции поднесущих в ма-
тематической форме можно представить как перемножение 
матриц:  
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a a a

aa a
a

aa a

S
 (35) 

где 
и,м,АI  – диагональная матрица, значения элементов глав-

ной диагонали которой равны передаваемым информацион-
ным символам; A,i i  – значения амплитуды и фазы i-го ин-

формационного символа соответственно; 
*

iks a
 – значения

символов матрицы *

и , p mS ; ,i k  0,..., N  – номера строк и 

столбцов матриц *

и, p mS , 
и,м,АI  и 

p
S m

a* . 

Низкочастотный дискретный эквивалент результирую-
щего информационного сигнала, передаваемого по каналу 
связи, образуется при суммировании строк матрицы *

и , p mS , 

в результате чего на входе приемника с учетом воздействия 
белого гауссовского шума с отсчетами

20, ,..., N
  , получим: 

0 1

000 10 0

1T 01 11 1
10

0 1

.
... ... ...

N

 A j A jj N
N

NN N NN

ss s

s a*s s
A e Ae A e

s s s

NA

       
       

     ...   
       ... 
       

      

a* a* a*

a* a*

a* a* a*

X

(36) 

Отметим, что из формулы (36) следует, что с точки зрения 
передающей стороны не имеет значения, какой способ упоря-

p mSдочения строк исходной системы *  использовался для 

передачи информационных символов, поскольку столбцы в 
ней можно переставлять в произвольном порядке. Но, оче-
видно, что каждый информационный символ связан с опреде-
ленной строкой матрицы 

p
S m

* . Но, как следует из предыду-

щего раздела, существует N ее вариантов, каждый из которых 
можно получить путем циклической перестановкой строк 
любой другой матрицы из их набора при выборе соответству-
ющего первообразного элемента мультипликативной группы 
поля Галуа в сочетании с сопровождающей матрицей поли-
нома 

2H , использующихся при построении матрицы. При 

этом все вышеуказанные варианты матриц *

p
S m

 приводятся 

к одной и той же матрице функций ВК путем перестановки 
столбцов, начиная со столбца с номером один, в порядке воз-
растания значений элементов соответствующей мультипли-
кативной группы, начиная с первого элемента. Поэтому, если 
с целью использования обобщенного БПФ при обработке сиг-
налов на приемной стороне будет производиться переста-
новка символов начиная не с того первообразного элемента, 
который использовался для построения матрицы *

p mS  на 

передающей стороне, то принимаемый информационный 
символ будет привязан не к той строке матрицы функций ВК, 
по сравнению со случаем, когда перестановка начиналась бы 
с того же первообразного элемента. Это обстоятельство поз-
воляет использовать вариант перемежения информационных 
символов, когда заранее выбирается пара первообразных эле-
ментов, использующихся на передающей и приемной стороне 
и соответствующий им вариант перемежения информацион-
ных символов. 

В дальнейшем, учитывая, что в упорядоченной матрице 
*

p
S m

a  строки и столбцы с одинаковыми номерами одинако-

вые, будем считать, что 

0
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0

1
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...

A

A

NA

j

j

Аp и,А

j
N

A e

Ae
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X S m

aT *I  , I
,       (37) 

где  – столбец из отсчетов шумовой помехи, 
и,АI  – столбец 

из информационных символов. Действительно,  
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 (38) 

Для упорядоченной матрицы 
p

S m

a*  для любых значений 

,i k  справедливо 
ik kis  sa a* * . Тогда после соответствующей 

перестановки символов итоговой матрицы (38) получаем сиг-
нальную составляющую формулы (36).  

Оптимальная обработка 𝑿т в приемнике описывается как: 

S S aa
m Im

*
и ,

и , 1 и , 1 ,

mY S Xa
A p p p А p

m
ААp p

T  S m

a 

  II Im  
  (39) 

1
где   – столбец из отсчетов шумовой помехи на входе реша-

ющего устройства (РУ). В действительности 
p и ,S m

a* I А
 при-

сутствует во входной смеси в виде вектора, и производится 
однократное умножение на него матрицы 

mp
S a . 

С целью использования алгоритма обобщенного БПФ при 
этом перемножении, введем операторы

 ,R
Hn

 и
,HR


n
 пере-

становки столбцов матрицы (или символов строки) и ее строк 
(или элементов столбца), начиная со строки или столбца с но-
мером один, по возрастанию значений элементов 

10


k 
( 0,...,(k N 1)) мультипликативной группы расширенного 

поля Галуа по модулю некоторого неприводимого примитив-
ного полинома. Данная группа построена на основе сопро-
вождающей матрицы исходного полинома 

nH . Будем рас-

сматривать также и операторы обратной перестановки, кото-
рые соответственно обозначим как

 ,H
 R

n
 и

,HR


n
. Тогда сиг-

нальная составляющая вектора-строки X  ,H
R

2
 представ-

ляет собой сумму всех дискретных функций ВК одного и того 
же набора, каждая из которых умножена на свой информаци-
онный символ, а сигнальная составляющая вектора-столбца 

2

T
,H

R X    соответствует транспонированной строке

X  ,HR
2

, то есть 

22

*
и, , pH Am и,H S I

pm


  
 R  

 R * Sa a I .      (40) 

Но для того, чтобы результат вычисления по (38) не изме-
нился после такой перестановки, необходимо в нем вместо 

m

a

p
S  использовать матрицу 

 ,H
  a 

2 R S
pm 

, в которой строки 

преобразованы к функциям ВК.  

H, 2 m ,ВК К

a
 ,H p

Далее, учитываем, что R 

 

 


2 R S
pm S . 

Это значит, что после быстрого умножения 
p m ,ВКК

S  с по-

мощью обобщенного БПФ на вектор 
2

*

p, и A,
  

HR S m

a I  полу-

чим вектор-столбец 



H 2
R I, и A  ,

, то есть для восстановле-

ния исходной последовательности символов необходимо осу-
ществить обратную перестановку элементов полученного 
столбца, то есть 

 , ,H H1 1 и,A


 R I  R . Напомним, что все пере-

становки, описываемые оператором 
,HR


n
, начинаются с

первообразного элемента 0 1 0 ... 0. В действительно-

сти 𝑹↓
ఈ,ுభ

ሾ𝑰и,ሿ может быть произведена на передающей сто-
роне и рассматриваться как вариант дополнительного пере-
межения передаваемых информационных символов.  

Передача в общей полосе частот и обработка  
информационных сигналов на основе одновременно 
многих матриц-циркулянтов разных p-ичных ЛРП  

при компенсации их взаимных помех 

Предположим, что для передачи информации использу-
ются одновременно две разные полные ортогональные си-
стемы a и b, сформированные на основе двух разных непри-
водимых примитивных полиномов одного и того же порядка. 
Тогда информационный сигнал, передаваемый в канале 
связи, имеет вид:   
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где 
и,м,АI , 

и,м,BI  – диагональные матрицы, значения элементов 

диагоналей которых равны передаваемым информационным 

iAe jiA  исимволам  
iBe jiB . 

Результирующий сигнал на входе приемника формиру-
ется в соответствии с формулой: 
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Далее, перепишем (41) аналогично (37), в результате чего 
получим: 

и,Аp p и,BX ST * I m mSa b I*        (43) 

Допустим, в приемнике принимается решение о значе-
ниях информационных символов, описываемых столбцом 

и,АI , при полном подавлении взаимных помех, создаваемых 

из-за передачи в той же полосе частот информационных сим-
волов 

и,BI  с помощью набора ортогональных поднесущих 

*

p
S m

b . Очевидно, что для полного обнуления их вклада в

X T , независимо от их значений, следует матричное уравне-
ние (43) слева и справа умножить слева на матрицу U такую, 
что UXT 0, 

p
U S m

a*  0  и 
p

U S m

b* = 0 , где 0 – матрица, 

состоящая из нулей. То есть нужно решить матричное урав-
нение 

p
U S m

b* = 0 , причем целесообразно использовать та-

кие его решения, при которых перемножение матриц U и 

X T  допускает использование обобщенного БПФ. Кроме 
того, U должна обращаться, и при умножении U1 на вектор 
или матрицу так же целесообразно использовать обобщенное 
БПФ. Очевидно, что данная задача не имеет решения, так как 
требует подбора матрицы U, строки которой состоят из дис-
кретных функций, ортогональных по отношению к столбцам 
ортогональной системы 

p
S m

b* .  

В качестве исходных ортогональных систем a и b будем 

m
использовать действительные части S a

p
 и 

p
S m

b , а для об-

нуления в X T  вклада 
и,BI , передаваемых с помощью набора 

p
S m

b , будем использо-условно ортогональных поднесущих 

вать их мнимые части. В этом случае 

S m S m

ba

p p
X T  Re 

 
 и,АI  Re  

 и,BI  . (44)

Умножив матричное уравнение (44) слева и справа на

Im 
S

pm

b 


 слева, получим: 

и, и,

T.

m

m

b
А Bp p p

b

p
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Im

   Im  m   S 


p
Rem
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S S a I S 


m

b I
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. (45) 

Далее, в силу Свойства 3 из раздела 2 настоящей статьи 
получаем:    

p p и,А p p
Re b aS I ImS  b ImS b TXIm

S  m m   m  m
 (45)

Отметим, что при умножении b Im 
S

pm 
 на X T  обнуля-

ется и символ 𝐴𝑒ఝబಲ, передаваемый на поднесущей, нахо-
дящейся в строке с номером ноль исходной ортогональной 

системы 
p

ReS m 
a  , поскольку строка с этим номером мат-

рицы Im 
S

pm

b


 состоит из нулей. Но данное обстоятельство 

не имеет значения, так как на поднесущей с номером ноль ни-
когда не передается информационный символ. Обычно она 
используется для передачи синхросигнала, который обраба-
тывается до приема информации, после чего удаляется из 
входной смеси [1,2]. Таким образом, из (45) следует: 

1 1
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 (46) 

Отметим, что матричные произведения в левой части (46) 
должны быть реализованы последовательно. Сначала вычис-

Im 


ляется S  X
pm

b


T , в результате чего обнуляется вклад

и,BI  в X T , затем полученный результат умножается на 

1
b

p


ImS m


  

, после чего производится умножение на 

1
a

p
Re


 S m


  

. Но необходимо учитывать, что матрица 

b Im 
S

pm 
 не обращается в строгом смысле, так как ее строка 

и столбец с номером ноль состоят из нулей. Далее, учитывая 
Свойства 4 и 5 из раздела 2 этой статьи, перепишем (46) в 
виде: 

 1 1

и, 1 2A   
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где 
1 1

21 S a
m   I yA p p

Re Im



 I y  

 
 S – 

m
шb умовая

помеха.  
Еще раз подчеркнем, что перемножение матриц в правой 

части (47) осуществляются строго с конца, причем при каж-
дом перемножении предварительно производится переста-
новка строк и столбцов матриц в соответствии с правилами, 
описанными в предыдущем разделе данной статьи, после 
чего используется обобщенное БПФ, соответствующее вы-
числению его действительной или мнимой части, то есть  
число элементарных арифметических операций при вычисле-
нии правой части (47) всего лишь в 1,5 больше, чем при од-
нократном обобщенном БПФ той же размерности. 

Повторяя аналогичные рассуждения для случая подавле-
ния

и,А
 I , получим: 

 1 1

и, 1 2 



 p

S 
m m

b aS  m

a
B B y y p pI Re I  Im


I  

 Im 
 

TS X    (4 8)

Очевидно, что формулы (47), (48) могут быть обобщены 
для любого числа ортогональных сигнатур, с помощью кото-
рых передается поток информационных символов в общей 
полосе частот. 

Заключение 

На основе любой линейной рекуррентной последователь-
ности (ЛРП) максимального периода pm 1 можно постро-

ить системы ортогональных сигнатур, которые в данной ра-
боте представлены в виде матриц размерности p m , где p и m 

– целые положительные числа. Элементы любой такой мат-
рицы являются степенями комплексного числа W ej 2 /p. Ис-
ключая из нее строки и столбца с номером ноль, состоящие 
из нулевых степеней W, и рассматривая только степени W, по-
лучим матрицу-циркулянт исходной ЛРП, построенную на 
основе одной из четырех мультипликативных групп расши-
ренного поля Галуа по модулю неприводимого примитивного 
полинома, использовавшегося при формировании исходной 
ЛРП. Каждая мультипликативная группа связана с одним из 
четырех вариантов сопровождающих матриц исходного по-
линома. Кроме того, при выборе первообразного элемента 
любой такой группы можно получить pm 1 матриц-цирку-

1 2

лянтов исходной ЛРП, циклически сдвинутых друг относи-
тельно друга. В этой работе подробно рассмотрены только 
две мультипликативные группы – на основе матриц H  и H
(см. (2)). 

2

Показано, что матрица-циркулянт ЛРП, сформированная 
на основе H , всегда является упорядоченной, то есть каждая 

2

последующая строка в ней циклически сдвинута на один сим-
вол относительно предыдущей строки. Кроме того, у этой 
матрицы строки и столбцы с одинаковыми номерами совпа-
дают. В зависимости от выбора первообразного элемента 
мультипликативной группы, связанной с H , можно полу-

чить pm 1 вариантов таких матриц, получающихся одна из 

другой путем циклических перестановок строк или столбцов. 
Перестановка столбцов любой такой матрицы по возраста-
нию значений элементов мультипликативной группы поля 

Галуа, связанной с
2

 H , начиная с первообразного элемента 

1

поля, соответствующего данной матрице, при последующей 
перестановке ее строк по возрастанию элементов мультипли-
кативной группы, связанной с H , начиная с первообразного 

элемента 1 0 ... 0 , приводит данную матрицу к мат-

рице, состоящей из степеней W матрицы функций Вилен-
кина-Крестенсона, упорядоченной по Кронекеру, без строки 
и столбца с номером ноль. Таким образом, все вышеописан-
ные системы ортогональных сигнатур размерности p m , по-

строенные на основе всех возможных неприводимых прими-
тивных полиномов 𝑚-ой степени с коэффициентами, принад-
лежащими множеству 0,...,( p 1) , приводятся к одной и

той же системе функций Виленкина-Крестенсона размерно-
сти p m , упорядоченной по Кронекеру. В результате этого, 

при использовании любой систему ортогональных сигнатур в 
качестве набора поднесущих для передачи потока канальных 
информационных символов по радиоканалу, для выделения 
последних в приемнике целесообразно использовать обоб-
щенное быстрое преобразование Фурье (БПФ) в базисе функ-
ций Виленкина-Крестенсона. Учитывая, что каждый переда-
ваемый информационный символ связан с определенной 
строкой системы сигнатур, выбранной на передающей сто-
роне, при их обработке получаем уникальный способ переме-
жения информационных символов, определяющийся струк-
турами мультипликативных групп, связанных как с 

1H , так 

и с 
2H , а также выбором первообразного элемента группы, 

связанной с 
2H . 

В работе впервые введены в рассмотрение циркулярные 
авто- и взаимно корреляционные матрицы систем ортого-
нальных сигнатур, построенных на основе многопозицион-
ных ЛРП и исследованы их свойства. Полученные результаты 
позволили разработать новый способ подавления взаимных 
помех при использовании для передачи потока канальных ин-
формационных символов в общем радиоканале сразу не-
скольких систем ортогональных сигнатур, что позволяет по-
высить пропускную способность канала связи пропорцио-
нально числу одновременно использующихся ортогональных 
систем при сравнительно низкой вычислительной сложности 
алгоритма подавления взаимных помех из-за использования 
обобщенного БПФ.  

В этой работе не рассмотрен способ построения физиче-
ского радиоканала при компоновке канальных информацион-
ных сигналов, сформированных на основе модулированных 
систем ортогональных сигнатур, с синхросигналом. Вариант 
такой компоновки очевиден – передача длинного синхросиг-
нала с помощью строк с номером ноль всех последовательно 
излучаемых систем сигнатур. С такой структурой физического 
канала связан и очевидный способ обработки многолучевых 
сигналов, который так же не рассматривается в этой статье. 
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MULTI-STATION ACCESS BASED ON CIRCULAR MATRICES OF MULTI-POSITION 
LINEAR RECURRENCE SEQUENCES
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Abstract
Variants of the construction of orthogonal signature systems based on circular matrices of multiposition linear recurrence sequences of maxi-
mum period are developed. It is shown that any matrix of this class is reduced to the matrix of Vilenkin-Krestenson functions by means of a
unique linear operator whose basis is the permutation of rows and columns of the circular matrix by increasing values of the elements of the
multiplicative group of the extended Galois field modulo an irreducible primitive polynomial used in the formation of the initial sequence. It is
established that the transmission in a radio channel of a stream of information symbols on the basis of any system of the above signatures and
the fast processing of the resulting signal in the receiver on the basis of the generalised fast Fourier transform on the basis of the Vilenkin-
Krestenson functions are associated with several variants of the interleaving of the transmitted information symbols. It is shown that the use
of several different systems of developed orthogonal signatures for simultaneous information transmission in combination with a fast algorithm
for compensation of their mutual interference on the basis of generalised fast Fourier transform in the basis of Vilenkin-Krestenson functions
allows to increase the bandwidth of the communication channel in the number of times equal to the number of simultaneously used systems in
comparison with the method of information transmission on the basis of one system of orthogonal functions and to fully compensate mutual
interference. The new method of mutual interference compensation is a result of previously unknown properties of the systems of pro-posed
orthogonal signals revealed in this work. This increase in link capacity is made possible by common interference compensation.

Keywords: discrete orthogonal signal systems, Vilen-Kin-Krestenson functions, discrete exponential functions, Walsh-Adamar systems, generalised fast
Fourier transform, orthogonal and non-orthogonal subcarriers, mutual interference compensation
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