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НА ОСНОВЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ТАККЕРА

Для цитирования: 
Колесников И.Н., Ляшев В.А., Оселедец И.В. Метод пространственной фильтрации на основе разложения Таккера // T-Comm:
Телекоммуникации и транспорт. 2025. Том 19. №4. С. 30-36.

For citation: 
I.N. Kolesnikov, V.A. Lyashev, I.V. Oseledets, “Spatial filtering method based on the Tucker decomposition,” T-Comm, 2025, vol. 19, no.4, 
pр. 30-36. (in Russian)

В данной работе предложен инновационный алгоритм вычисления
пространственного фильтра, основанный на использовании разложения
Таккера. Узким местом, с точки зрения вычислений, в алгоритмах
пространственной фильтрации традиционно является сингулярное разложение
(SVD) матрицы канала, которое требует значительных ресурсов.
Предложенный метод позволяет сократить вычислительные затраты за счет
применения разложения Таккера, которое обеспечивает сжатие тензора
канала. Благодаря этому, сингулярное разложение выполняется для матриц
меньшей размерности, что существенно снижает сложность вычислений. В
работе представлены аналитические оценки ранга разложения тензора,
необходимые для сохранения высокой точности представления данных, а
также сформулировано условие целесообразности применения предложенного
подхода. Для проверки эффективности метода проведено имитационное
моделирование процесса беспроводной передачи данных, результаты которого
подтверждают высокую точность и надежность предложенного алгоритма.
Ключевое отличие данного метода от существующих аналогов заключается в
том, что все вычисления выполняются над сжатым ядром тензора, а конечный
результат проецируется с использованием матриц факторизации. Это позволяет
не только снизить вычислительную нагрузку, но и сохранить высокую точность
обработки данных. Работа представляет значительный интерес для
исследований в области обработки сигналов и беспроводной связи, предлагая
новый подход к оптимизации пространственной фильтрации.
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Введение 

Задача увеличения пропускной способности систем связи 
не теряет свой актуальности [1]. Повысить скорость передачи 
возможно за счет переиспользования частотно-временных ре-
сурсов и мультиплексирования пространственных потоков 
данных. Для реализации мультиплексирования необходим 
метод расчета пространственного формирующего фильтра 
(ПФ) [2]. Алгоритм расчета коэффициентов ПФ в большин-
стве случаев включает в себя сингулярное разложение (SVD). 
Сложность данного разложения – 𝑂ሺ𝑁ଷሻ [3]. Существующие 
алгоритмы вычисления ПФ, можно условно разделить на две 
группы: 

 Двумерные. Алгоритмы применяются к каждой подне-
сущей частоте или группе поднесущих частот независимо 
(удобно вычислять параллельно); 

 Многомерные (тензорные). Используют свойства мно-
гомерности канала, в размерностях пространства, времени и 
частоты. 

Обзор первой группы алгоритмов представлен в [2]. Ав-
торы рассмотрели наиболее востребованные способы вычис-
ления ПФ и произвели расчет вычислительной сложности 
каждого. Классическим алгоритмом пространственного 
мультиплексирования является метод Zero Forcing (ZF), в ос-
нове которого лежит вычисление псевдообратной матрицы 
канала, это существенный недостаток данного подхода с 
точки зрения вычислительной сложности. Наиболее произво-
дительные алгоритмы вычисления весовых коэффициентов 
ПФ - нелинейные алгоритмы, например алгоритм возбужде-
ния векторов (vector-perturbation technique) [4].  

Данный алгоритм превосходит ZF, но при этом трудно 
векторизуем и неприменим на векторных вычислителях. 
Сложность алгоритмов варьируется от 𝒪ሺ𝑁ଶሻ до 𝒪ሺ𝑁଺ሻ, при-
чем все алгоритмы, сложность которых 𝒪ሺ𝑁ଶሻ, являются ите-
ративными [5], т.е. на самом деле количество вычислений ми-
нимум 𝒪ሺ𝑖𝑁ଶሻ, где 𝑖 – количество итераций. При малом коли-
честве итераций не удается в достаточной степени согласо-
ваться с пространственным каналом, что снижает производи-
тельность системы связи из-за появления интерференции 
между пространственными каналами 5.  

Главным недостатком двумерных алгоритмов вычисления 
ПФ, является зависимость их сложности от количества под-
несущих для передачи. Действительно, ПФ необходимо вы-
числять для каждой поднесущей или группы поднесущих ча-
стот. Такой алгоритм будем рассматривать в качестве опор-
ного алгоритма, с которым будет выполнено сравнение [6]. 
Данный метод дает наилучшее согласование с простран-
ственным каналом в случае хорошей оценки матрицы канала, 
при этом сложность вычисления данного ПФ 20𝑁ଷ. 

К алгоритмам второй группы можно отнести многомер-
ные фильтры из [7-9]. Алгоритм в [7] основан на тензорном 
вычислителе для 8х8х8 mmWave MIMO. Он позволяет полу-
чить схожее с ZF качество работы, при этом позволяет быстро 
интегрироваться на программируемую логику или векторные 
вычислители. Но в случае наличия большего кол-ва антенн 
скорость работы алгоритма сильно снижается по сравнению 
с ZF. В [8] приводится описание сразу нескольких тензорных 
ПФ. Это тензорный ZF и тензорный согласованный фильтр. 
Главный недостаток этих алгоритмов – большой буфер для 
накопления статистики во времени, поэтому его трудоемко 

применять для вычисления ПФ в режиме реального времени.  
В статье [9] приводится алгоритм для вычисления ПФ, с 

помощью методов машинного обучения, однако для приме-
нения на практике потребуется развитие вычислительной 
базы, так как необходимо существенное количество исход-
ных данных для обучения, и низкая скорость вычисления ПФ, 
обусловленная большой сложностью. 

Алгоритм, описанный в [9] имеет ряд положительных мо-
ментов, например он позволяет получить оценку ПФ исходя 
из слепой оценки канала. Предлагаемый ПФ моделируется 
как тензор третьего порядка и разлагается как функция мат-
рицы выбора антенны, которая определяет выбор потоков 
данных и передающих антенн, а также ортогональной кодо-
вой матрицы. Данный алгоритм пригоден только для MIMO 
систем с обратной связью и уступает по производительности 
методам, использующим оценку канальной матрицы. 

В данной работе предлагается использовать разложение 
Таккера для снижения размерности тензора канала. Как будет 
показано ниже, сложность предложенного метода существенно 
меньше, чем сложность всех рассмотренных алгоритмов. 

Операции и обозначения 
𝒜 – прописные большие буквы, трехмерный тензор; 

ሺ⋅ሻு – эрмитово сопряжение. В случае если ሺ⋅ሻ – тензор, то 
операция сопряжения применяется к каждому слою тензора 
по 3-ей размерности. Пример 𝒜ு означает: 

ሺ𝒜ுሻ:,:,௜ ൌ ൫𝒜:,:,௜൯
ு

.
Тензорное умножение 
В данной статье рассматривается только частный вид 

умножения (трехмерный тензор на трехмерный тензор и 
трехмерный тензор на матрицу) 

Пусть даны два тензора 𝒜 ∈ ℂேభൈேమൈேయ и ℬ ∈ ℂேమൈேరൈேయ, 
тогда их произведение: 

𝒜 ∘ ℬ ൌ 𝒞 ∈ ℂேభൈேరൈேయ;
𝒞:,:,௜ ൌ 𝒜:,:,௜ℬ:,:,௜ , 𝑖 ൌ 1 … 𝑁ଷ ሺ1ሻ 

есть ничто иное как тензор, каждый слой которого это произ-
ведение соответствующих слоев тензоров 𝒜 и ℬ. 

Пусть дан тензор 𝒜 ∈ ℂேభൈேమൈேయ и матрица 𝐁 ∈ ℂேరൈேమ, 
тогда их произведение:  

𝒜 ൈଷ 𝐁 ൌ 𝒞 ∈ ℂேభൈேరൈேయ

𝒞:,:,௜ ൌ 𝐁𝒜:,:,௜ , 𝑖 ൌ 1 … 𝑁ଷ ሺ2ሻ 

Есть тензор, каждый слой которого это произведение со-
ответствующего слоя тензора 𝒜 и матрицы 𝐁. Символ ൈ௜ обо-
значает умножение вдоль размерности 𝑖 ൌ ሾ1 … 3ሿ (в случае 
умножения по 3-ей размерности, символ ൈଷ опускается). 

Ранг тензора 
Рангом тензора 𝒜 по размерности 𝑛 назовем наибольший 

из рангов каждого слоя тензора 𝒜. Например, ранг по третьей 
размерности: 

𝑟ଷ ൌ arg max
௜ୀଵ…ேయ

 𝑟𝑎𝑛𝑘൫𝒜:,:,௜൯ . ሺ3ሻ 

Математическая модель 
Работа посвящена использованию тензорных вычислений 

в расчете весовых коэффициентов пространственного филь-
тра. Для этого необходимо ввести математическую модель 
ПФ и обозначить параметры сценария применения. Для про-
странственного мультиплексирования используется антенная 
решетка с 𝑁௧௫ антенными элементами на передатчике и 𝑁௥௫ 
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антенн на приемнике. Канал между 𝑖-ой ∈ ሾ1 … 𝑁௧௫ሿ передаю-
щей антенной и 𝑗-ой ∈ ሾ1 … 𝑁௥௫ሿ приемной антенной обозна-
чим комплексным коэффициентом ℎ௜,௝ . Из этих коэффициен-
тов можем составить матрицу канала 𝐇 ∈ ℂேೝೣൈே೟ೣ 

𝐇 ൌ ቎
ℎଵ,ଵ ⋯ ℎଵ,ே೟ೣ

⋮ ⋱ ⋮
ℎேೝೣ,ଵ ⋯ ℎேೝೣ,ே೟ೣ

቏ ሺ4ሻ 

Пусть передаваемый сигнал 𝐬 ∈ ℂ௥ೞൈଵ длинны 𝑟௦ (ранг пе-
редачи – количество пространственных каналов). Тогда, по-
сле прохождения сигнала через канал, принятый сигнал 
можно описать уравнением: 

𝐲 ൌ 𝐇𝐖𝐬 ൅ 𝐧, ሺ5ሻ 

где 𝐲 ∈ ℂேೝೣൈଵ – вектор принятого сигнала, 𝐧 ∈ ℂேೝೣൈଵ – 
аддитивный гауссов шум приемного радиотракта с диспер-
сией 𝜎ଶ, 𝐖 ∈ ℂே೟ೣൈ௥ೞ – матрица весовых коэффициентов ПФ. 

Уравнение (5) справедливо для передачи на одной несу-
щей. При использовании OFDM [10] уравнение (5) необхо-
димо преобразовать. Пусть используем 𝑁௦௖ поднесущих ча-
стот для передачи информации. Соответствующие элементы 
уравнения (5) для 𝑖-ой ∈ ሾ1 … 𝑁௦௖ሿ поднесущей будем обозна-
чать соответствующим символом с индексом 𝑖 (например, 𝐬௜ 
– модулированный сигнал, переданный на 𝑖-ой поднесущей).
Аналогично определениям в статье [11] запишем уравнение 
передачи в тензорном виде: 

𝐘 ൌ 𝓗 ∘ 𝓦 𝐒 ൅ 𝐍, ሺ6ሻ 

где 𝐘 ൌ ሾ𝐲ଵ, … , 𝐲ேೞ೎ሿ ∈ ℂேೝೣൈேೞ೎ – матрица принятого сигнала, 
𝓗 ∈ ℂேೝೣൈே೟ೣൈேೞ೎ – 3-х мерный тензор описывающий канал, 
причем 𝓗:,:,௜ ൌ 𝐇௜, 𝑖 ൌ 1 … 𝑁௦௖, 𝐒 ൌ ሾ𝐬ଵ, … , 𝐬ேೞ೎ሿ ∈ ℂ௥̂ൈேೞ೎ – 

𝑟матрица переданного сигнала, 𝑟̂ ൌ max ሺ ௦
ଵ, … 𝑟௦

ேೞ೎ሻ – 
наибольший ранг передачи, 𝓦 ∈ ℂே೟ೣൈ ௥̂ൈேೞ೎ – 3-х мерный 
тензор весовых коэффициентов ПФ, причем 𝐒௝,௞ ൌ 𝓦௜,௝,௞ ൌ 0 
для 𝑖 ൌ 1 … 𝑁௧௫, 𝑗 ൌ 𝑟௦

௞ ൅ 1 … 𝑟̂, 𝑘 ൌ 1 … 𝑁௦௖;  
𝐍 ൌ ሾ𝐧ଵ, … , 𝐧ேೞ೎ሿ ∈ ℂேೝೣൈேೞ೎ – матрица шума, причем 
Eሼ𝐍ு𝐍ሽ ൌ 𝜎ଶ𝐈, где 𝐈 ∈ ℝேೞ೎ൈேೞ೎ – единичная матрица.  

Описание алгоритма 
Задача ПФ обеспечить ортогональность передачи данных. 

Для этих целей применяется метод сингулярного разложения, 
который позволяет представить матрицу 𝐇 в виде произведе-
ния трех матриц 𝐔, 𝐒, 𝐕: 

𝐇 ൌ 𝐔𝐒𝐕ு. ሺ7ሻ 

Здесь матрицы 𝐔 ∈ ℂேೝೣൈ௥ಹ и 𝐕 ∈ ℂே೟ೣൈ௥ಹ (𝑟ு ൑ minሺ𝑁௥௫,
𝑁௧௫ሻ – ранг канала, если 𝑟ு ൒ 𝑟௦), то можно говорить об орто-
гональной пространственной передаче, тогда 

𝐔ு𝐔 ൌ 𝐕ு𝐕 ൌ 𝐈 ሺ8ሻ 

𝐒 ∈ ℂ௥ಹൈ௥ಹ – диагональная матрица сингулярных чисел. 
ПФ, рассчитанный с помощью такого разложения – это 

первые 𝑟௦ столбов матрицы 𝐕: 

𝐖 ൌ 𝐕:,ଵ:௥ೞ. ሺ9ሻ 

Таким образом произведение матриц 𝐇 и 𝐖 является ор-
тогональной матрицей (с точностью до нормы каждого 
столбца). Действительно, 

𝐇𝐖 ൌ 𝐇𝐕:,ଵ:୰౩ ൌ 𝐔𝐒𝐕ு𝐕:,ଵ:୰౩. ሺ10ሻ 

В силу утверждения (8) 

𝐕ு𝐕:,ଵ:୰౩ ൌ 𝐈ሶ:,ଵ:௥ೞ ∈ ℝ௥ಹൈ௥ೄ, ሺ11ሻ 

здесь прямоугольная матрица 𝐈ሶ:,ଵ:௥ೞ эквивалентна единичной 
матрице 𝐈 ∈ ℝ௥ೄൈ௥ೄ и дополненная нулевыми строками до раз-
мерности 𝑟ு ൈ 𝑟ௌ, 𝑟ு ൐ 𝑟ௌ. 

Тогда уравнение (10) перепишем в сигнальном подпро-
странстве размерности 𝑟ௌ: 

𝐈𝐔𝐒𝐕ு𝐕:,ଵ:୰౩ ൌ 𝐔𝐒 ሶ:,ଵ:௥ೞ ൌ 𝐔:,ଵ:௥ೞ𝐒ଵ:௥ೞ,ଵ:௥ೞ. ሺ12ሻ 

Таким образом, произведение 𝐇𝐖 является произведе-
нием ортогональной и диагональной матриц, что в свою оче-
редь является ортогональной матрицей (с точностью до 
нормы каждого столбца). Главным преимуществом данного 
алгоритма является то, что с его помощью можно рассчитать 
ПФ, который позволяет передать сигнал в ортогональных 
подпространствах (каналах). При этом операция вычисления 
SVD разложения является вычислительно затратной. 

Оптимизированный SVD ПФ 
Как будет показано ниже, сама по себе операция SVD 

имеет большую вычислительную сложность. А поскольку в 
алгоритме, описанном выше, нужно вычислять SVD разложе-
ние для каждой поднесущей частоты (или группы частот), 
встает вопрос о целесообразности использования данного ал-
горитма в реальных системах связи. 

Одна из оптимизаций SVD ПФ заключается в том, чтобы 
не вычислять ПФ для каждой поднесущей. Например, можно 
разбить всю полосу передачи на группы (ресурс блоки), как 
это делается в стандартах LTE и 5G и вычислить один ПФ для 
каждого ресурс блока. Пусть один ресурс блок содержит 𝑁௦௖

௥௕ 
поднесущих, а всего 𝑁௥௕ ресурс блоков. Тогда ПФ для 𝑗-го 
ресурс блока (𝑗 ∈ ሾ1 … 𝑁௥௕ሿ) можно рассчитать, как: 

𝑆𝑉𝐷 ቌ
ሾሺ𝐇௜ሻு𝐇௜ሿ∑௝ே

ሺ
ೞ೎
ೝ್

௜ୀ ௝ିଵሻேೞ೎
ೝ್

𝑁௦௖
௥௕ ቍ ൌ ෡𝐔෠𝐒෡𝐕ு;

𝐖௝ ൌ 𝐕෡
:,ଵ:௥ೞ

ೕ . ሺ13ሻ

Здесь 𝑟௦
௝ – ранг передачи для 𝑗-го ресурс блока (в общем 

случае ранг передачи для каждого ресурс блока не одинако-
вый). Таким образом, данный алгоритм позволяет в 𝑁௦௖

௥௕ раз 
снизить количество вычислений SVD разложений. При этом 
оптимизированный SVD ПФ имеет существенный минус – 
качество его работы зависит от скорости изменения канала 
между поднесущими частотами. Действительно, канал между 
𝑖-той передающей и 𝑗-ой приемной антенной может выгля-
деть как показано на рисунке 1. 

Интуитивно понятно, что усредненный ПФ, рассчитанный 
для каналов с АЧХ изображенной пунктирной линией (слабая 
многолучевость), покажет лучший результат, чем для каналов 
с АЧХ изображенной сплошной линией (сильная многолуче-
вость). Форма канала зависит от многих факторов, таких как 
количество поднесущих, ширина полосы, количество преград 
на пути луча (многолучевость) и другие [12]. 
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Рис. 1. Пример амплитудно-частотной характеристики (АЧХ)  
канала между 𝑖 и 𝑗 антенной 

Разработанный алгоритм 
Как было сказано выше основная проблема усреднения 

ПФ состоит в том, что данные алгоритмы зависят от ранга ка-
нала (при этом не вычисляют его заранее). Разработанный 
нами алгоритм позволяет вычислить ПФ исходя из знания 
ранга канала.  

Рассмотрим разложение Таккера. Для примера возьмем 
тензор канала ℋ. Тогда: 

ℋ ൌ 𝒽 ൈଵ 𝐅௧௫ ൈଶ 𝐅௥௫ ൈଷ 𝐅௦௖ ൌ 𝒽෠ ൈଵ 𝐅௧௫ ൈଶ 𝐅௥௫. ሺ14ሻ 

Иными словами, любой тензор может быть представлен в 
виде произведения тензорного ядра 𝒽 ∈ ℂ௥ೝೣൈ௥೟ೣൈ௥ೞ೎, 𝑟௥௫ ൑
𝑁௥௫, 𝑟௧௫ ൑ 𝑁௧௫, 𝑟௦௖ ൑ 𝑁௦௖ – ранги тензора по 1-ой, 2-ой и 3-ей 
размерности соответственно и матриц факторизации 𝐅௦௖ ∈
ℂேೞ೎ൈ௥ೞ೎, 𝐅௥௫ ∈ ℂேೝೣൈ௥ೝೣ, 𝐅௧௫ ∈ ℂே೟ೣൈ௥೟ೣ, причем как будет пока-
зано ниже  

𝐅௥௫𝐅ு
௥௫ ൌ 𝐅௧௫𝐅ு

௧௫ ൌ 𝐅௦௖𝐅ு
௦௖ ൌ 𝐈. ሺ15ሻ 

Используя операцию развертывания тензора [13], полу-
чим развертку тензора ℋ по 𝑖-той размерности: 

ℋ →௜ 𝐇ሼ௜ሽ ∈ ℂ௥೔ൈ௥భ…௥೔షభ௥೔శభ…௥೙, 𝑛 ൑ 3. ሺ16ሻ 

Причем наглядно представить развернутый тензор можно 
как конкатенация соответствующих слоев: 

𝐇ሼଵሽ ൌ ൣℋଵ,:,:, ℋଶ,:,:, … , ℋ௥భିଵ,:,:, ℋ௥భ,:,:൧. ሺ17ሻ 

Вычислим сингулярное разложение матрицы 𝐇ሼଵሽ: 

𝐇ሼଵሽ → 𝐔𝐒𝐕ு ሺ18ሻ 

Возьмем первые 𝑟ଵ столбцов матрицы 𝐔: 

𝐅ଵ ൌ 𝐔ଵ:௥భ,∶. ሺ19ሻ 

Вычислим произведение матрицы 𝐅ଵ
ு и 𝐇ሼଵሽ: 

෡𝐇ሼଵሽ ൌ 𝐅ଵ
ு𝐇ሼଵሽ. ሺ20ሻ 

Затем, свернем полученную матрицу обратно в тензор раз-
мерности 𝑟ଵ ൈ 𝑁ଶ ൈ 𝑁ଷ: 

෡𝐇ሼଵሽ ෡ℋ→ ∈ ℂ௥భൈேమൈேయ. ሺ21ሻ 

Повторим операции (17)-(21) для размерностей 2 и 3, по-
лучив тем самым сжатое тензорное ядро и три ортогональные 
матрицы факторизации 𝐅ଵ, 𝐅ଶ, 𝐅ଷ 

Пусть мы вычислили разложение Таккера для тензора ℋ 
по 1-ой и 2-ой размерностям (размерности tx и rx) 

ℋ ൌ ෠𝒽 ൈଵ 𝐅௧௫ ൈଶ 𝐅௥௫. ሺ22ሻ 

Вычислим корреляционный тензор ℛℋ,ℋ 

ℛℋ,ℋ ൌ ℋ ∘ ℋு ൌ

𝒽෠൫𝒽෠ ൈଵ 𝐅௧௫ ൈଶ 𝐅௥௫൯ ∘ ൫ ൈଵ 𝐅௧௫ ൈଶ 𝐅௥௫൯
ு

ൌ

𝓱 𝓱𝐅௧௫
෡𝐅ு

௥௫ ∘ ൫𝐅௧௫
෡𝐅ு

௥௫൯
ு

ൌ

𝐅௧௫𝓱෡𝐅ு
௥௫ ∘ 𝐅௥௫𝓱෡𝐅ு

௧௫ ൌ
𝓱𝐅௧௫
෡ 𝐅ᇣு

௥௫ᇤ𝐅ᇥ௥௫ ∘ 𝓱෡𝐅ு
௧௫ ൌ

𝓱 𝒽𝒽

𝐈

𝐅௧௫
෡ ∘ 𝓱෡𝐅ு

௧௫ ൌ 𝐅௧௫ℛ ෠ ෠𝐅ு
௧௫, ሺ23ሻ

𝒽𝒽

𝒽𝒽

где ℛ ෠ ෠ ൌ 𝓱෡ ∘ 𝓱෡ . Теперь выполним SVD разложение для 
каждого слоя тензора ℛ ෠ ෠  по 3 размерности (эквивалентно 
разложению тензора ℋ на произведение 3-х тензоров):  

𝒽𝒽ℛ ෠ ෠ ൌ 𝒰 ∘ 𝒮 ∘ 𝒱ு. ሺ24ሻ 

Теперь вернем тензор 𝒱 к исходным размерностям: 

𝒱𝐅ு
௧௫ ൌ 𝒱ത. ሺ25ሻ 

Из полученного тензора 𝒱ത  уже можем вычислить ПФ: 

𝓦 ൌ 𝒱ത:,
ு
ଵ:௥,: . ሺ26ሻ 

Таким образом, мы вычислили ПФ для каждой поднесу-
щей при этом сделали это учитывая соседние каналы. Далее 
будет показано, что данный алгоритм позволяет получить со-
поставимое качество работы с SVD ПФ, при этом он проще, 
с точки зрения арифметических операций в сравнении с SVD 
ПФ.  

Оценка ранга тензора 
Узким местом предложенного алгоритма является ранг 

тензора. Ведь если ранг тензора сопоставим с его размерно-
стью, то вычисления разложения Таккера не имеет смысла. 
Для оценки ранга при разложении Таккера предлагается ис-
пользовать алгоритм оценки сингулярных чисел, описанный 
в [14]. Данный алгоритм позволяет вычислить собственные 
числа, зная оценку первых двух наибольших, при этом слож-
ность оценки 𝑂ሺ𝑁ଶሻ. Формула для вычисления оценки 
собственных чисел эрмитовой матрицы, которой является 
матрица корреляции канала 𝐑 ൌ ሺ𝐇௜ሻு𝐇௜ 

𝜆௜ ൌ  𝜆ଵ𝑖௞ିଵ ൬
𝜆ଵ

𝜆ଶ
2௞ିଵ൰

ଵି௜ 

, 𝑖 ൌ 1 … 𝑁,

где параметр 𝑘 вычисляется из уравнения 

෍ 𝜆ଵ𝑖௞ିଵ ൬
𝜆ଵ

𝜆ଶ
2௞ିଵ൰

ଵି௜ 

ൌ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒ሺ𝐑ሻ

ே

௜ୀଵ

.

Для оценки ранга достаточно вычислить количество соб-
ственных чисел больших по модулю чем удвоенная средне-
квадратичная мощность шума. Иными словами, нужно 
решить уравнение относительно 𝑖: 
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𝜆௜ ൌ  𝜆ଵ𝑖௞ିଵ ൬
𝜆ଵ

𝜆ଶ
2௞ିଵ൰

ଵି௜ 

ൌ 2𝜎ଶ. ሺ27ሻ 

В данной работе не предлагается наилучший способ реше-
ния данного уравнения, поскольку это не является ее целью. 
Предлагаем решать данное уравнение методом бисекции [15]. 
Сложность данного решения 𝑂ሺ𝑙𝑜𝑔𝑁ሻ. 

Результаты моделирования 
В качестве системы моделирования использовалась плат-

форма со структурой, показанной на рисунке 2. 

Рис. 2. Схема платформы для проведения моделирования 

Здесь блоки «Генерация бит» выполняют функцию гене-
рации псевдослучайной последовательности бит для пере-
дачи. Блок «Модуляция» модулирует последовательность 
бит. Модуляция – QPSK. Блок «Вычисление tx символа» про-
изводит вычисление сигнала с ПФ 𝐖𝐬 согласно выражению 
(5) . «Моделирование искажений» имитирует прохождение 
сигнала через беспроводной канал, а также добавляет адди-
тивный Белый гауссовский шум. Модель канала QuaDRiGa, 
сценарий Berlin NLOS [17]. 

Блок «Оценка эффективного канала» вычисляет канал 
как: 𝐇𝐖. В блоке «Эквализация» вычисляется Minimum Mean 
Square Error (MMSE) эквалайзер и вычисляется конечное со-
звездие. Блок «демодуляция» моделирует процесс жесткой 
демодуляции QPSK символов. Наконец, блок «Вычисление 
сравнительных характеристик» вычисляет служебные харак-
теристики, основная из которых вероятность битовой ошибки 
(Bit Error Rate, BER). 

Для моделирования используем канал с 𝑁௥௫ ൌ 𝑁௧௫ ൌ
𝑁௦௖ ൌ 1000. Причем данное упрощение делается только для 
удобства представления расчётов. Алгоритм применим и в 
случае 𝑁௥௫ ് 𝑁௧௫ ് 𝑁௦௖. 

На рисунке 3 показано сравнение качества работы предло-
женного алгоритма и SVD ПФ в зависимости от ранга пере-
дачи.  

Можно сделать следующие выводы: 
 качество работы алгоритма зависит от ранга передачи

(чем выше ранг, тем лучше качество работы); 
 при помощи уравнения (27) ранг тензора оценивался в

промежутке ሾ78: 82ሿ. Что соответствует падению в качестве 
работы на 0,4 дБ, то есть оценка (27) является консерватив-
ной. Возможно такая оценка должна зависеть не только от 
дисперсии шума, но и от регуляризирующих параметров, ко-
торые зачастую применяются в современных системах связи 
для повышения численной стабильности алгоритмов; 

 в случае корректной оценки ранга разложения можно

достичь качества работы SVD ПФ. 

Рис. 3. BER кривые для различных алгоритмов вычисления ПФ. 
Голубым обозначен разработанный алгоритм (с полным рангом). 
Фиолетовым – SVD ПФ. Желтым и красным алгоритм Таккера, 

с (r୲୶ ൌ 12, r୰୶ ൌ 80 и r୲୶ ൌ 12, r୰୶ ൌ 70 соответственно) 

Любые разложения тензоров являются алгоритмами точ-
ного представления, если не ограничивать ранг разложения. 
Это может служить критерием проверки алгоритма. Голубой 
график “Tucker” на рисунке 3 как раз является таким разло-
жением и полностью совпадает с графиком “svd”, который 
является идеальным алгоритмом пространственной фильтра-
ции при условии идеальной оценки канала, которая и форми-
рует тензор канала. 

В случае оценок канала низкого разрешения есть предпо-
ложение, что выбор ранга тензора будет ограничивать уро-
вень ошибки в расчете ПФ – это является предметом дальней-
ших исследований. 

Оценка сложности 
Полный расчет вычислительной сложности алгоритмов 

приведен в статье [11]. Здесь покажем конечную сложность 
(табл. 1). 

Таблица 1 

Вычислительная сложность алгоритмов 

Название алго-
ритмов 

Сложность 
Сложность*  

𝑁௥௫ ൌ 𝑁௧௫
ൌ 𝑁௦௖ ൌ 𝑁

Численное 
значение 

𝑁 ൌ 1000
SVD ПФ 20𝑁ଶ

௥௫𝑁௧௫𝑁௦௖ 20𝑁ସ ൎ 2,2 ∗ 10ଵଷ

оптимизиро-
ванный SVD 
ПФ

20𝑁ଶ
௥௫𝑁௧௫𝑁௦௖

𝑁௥௕

20𝑁ସ

𝑁௥௕
ൎ 1,8 ∗ 10ଵଶ 

Предложенный 
алгоритм 

20ሺ2𝑁௧௫𝑁௥௫𝑁௦௖
൅ 𝑁௦௖𝑁௥௫𝑟௧௫ሻ
൅ 𝑟௥௫𝑟ଶ

௧௫𝑁௦௖
൅ 20𝑟ଷ

௧௫𝑁௦௖
൅ 𝑁௧௫𝑟ଶ

௧௫𝑁௦௖ 

40𝑁ଷ

൅ 20𝑁ଶ𝑟
൅ 21𝑁𝑟ଷ

൅ 𝑁ଶ𝑟ଶ 

ൎ 4,3 ∗ 10ଵ଴ 

Из таблицы видно, что переход к тензорному представле-
нию канала и понижению размерности системы позволило на 
порядок снизить вычислительную сложность. Дальнейший 
анализ сложности показывает область целесообразного при-
менения метода. Очевидно, что общая сложность должна 
быть меньше референсного алгоритма 

20ሺ2𝑁௧௫𝑁௥௫𝑁௦௖ ൅ 𝑁௦௖𝑁௥௫𝑟௧௫ሻ ൅ 𝑟௥௫𝑟ଶ
௧௫𝑁௦௖ ൅

௥௕

20𝑁ଶ
௥௫𝑁௧௫𝑁௦௖൅20𝑟ଷ

௧௫𝑁௦௖ ൅ 𝑁௧௫𝑟ଶ
௧௫𝑁௦௖ ൏

𝑁
.
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Однако, ранг разложения существенно влияет на слож-
ность предложенного метода. Грубую оценку для ранга 
можно дать, приведя неравенство к виду: 

𝑟௥௫𝑟ଶ
௧௫ ൏ 0.9𝑁௥௫𝑁௧௫

𝑁௥௫ െ 2
𝑁௥௕

и при условии, что 𝑟௥௫ ൌ 𝑟௧௫ ൌ 𝑟: 

య
𝑟 ൏ ඨ0.9𝑁௥௫𝑁௧௫

𝑁௥௫ െ 2
𝑁௥௕

. ሺ 28ሻ 

Таким образом, для тензора ранг разложения не должен 
превышать значение в (28). Если вернуться к оценке ранга 
(27), которая гарантирует достаточную точность представле-
ния и сравнить с условием целесообразности применения ал-
горитма (28), то можно сделать вывод, что для задач беспро-
водной связи выбор ранга по точности (27) всегда суще-
ственно меньше необходимого ранга представления по слож-
ности (28). 

Заключение 

В работе предложен новый метод предварительной обра-
ботки данных в системах связи с применением больших ак-
тивных фазированных решеток, который основан на тензор-
ном разложении канала на низкоразмерные компоненты и 
проведении дальнейших вычислений с сжатым ядром тен-
зора. Метод существенно превосходит традиционный SVD-
подход по арифметической сложности. Был разработан алго-
ритм вычисления весовых коэффициентов многомерного 
пространственного фильтра, выполнено имитационное моде-
лирование системы связи физического уровня с применением 
модели канала QuaDRiGa.  

Результаты моделирования подтверждают, что новый ал-
горитм обеспечивает сопоставимое качество обработки дан-
ных при гораздо меньших вычислительных затратах. Кроме 
того, одновременная обработка данных по нескольким изме-
рениям способствует повышению устойчивости системы к 
различным помехам. Также предложен алгоритм для быстрой 
оценки ранга тензора, основанный на знании первых двух 
собственных чисел. Дальнейшим направлением разработки 
являются: проверка устойчивости алгоритма к внешней ин-
терференции (помехам) и оптимизация алгоритма выбора 
ранга разложения в условиях таких помех и ошибок во вход-
ных данных алгоритма. 
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Abstract
In the paper, an algorithm based on the Tucker decomposition is proposed for computing spatial filter coefficients. The most computationally expensive part
of the spatial filtering algorithm is the singular value decomposition of the channel matrix. The Tucker decomposition allows us to calculate the compressed
core of the channel tensor. Thus, the further calculation of the singular value decomposition takes place using matrices of a smaller dimension (tensor core),
which reduces the computational costs of the algorithm. The paper provides analytical estimates of the rank for the tensor decomposition to preserve the
precision of the representation, and also provides a condition of efficient usage the proposed method. A simulation of wireless data transmission was per-
formed to demonstrate the accuracy of the proposed method. The main difference between the method and its existing analogues is that all operations are
performed on the tensor core, followed by projection of the result using factorization matrices.

Keywords: spatial filter, channel tensor, multiplexing, Tucker decomposition, SVD
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