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Долгое время исследования в области случайного множественного доступа велись
независимо в двух направлениях: теория информации множественного доступа и теория
случайного множественного доступа.  В последние года стали поваляться работы
рассматривающие системы случайного множественного доступа совмещая оба
направления. Однако в существующих работах как правило совместно не
рассматриваются вопросы взаимосвязи между мощностью и затратами энергии при
наличии повторных передач и минимизации средней задержки в системе. В настоящей
работе исследуются такая взаимосвязь.  В работе рассматривается система случайного
множественного доступа на основе алгоритма АЛОХА с гауссовским каналом
множественного доступа. Предполагается, что в системе имеется потенциально
неограниченное число абонентских устройств. Для такой системы описан подход для
определения области стабильной работы, в которой обеспечивается конечность средней
задержки. Предложен способ вычисления верхней и нижней границ для средней
задержки с любой заданной точностью. Сформулирована и численно решена
оптимизационная задача для минимизации средней задержки в системе за счет выбора
длительности сообщения абонентов при фиксированном числе бит в сообщении и
заданной мощности передачи. На основе решения оптимизационной задачи предложен
подход, позволяющий получить зависимость энергозатрат от мощности при передаче в
режиме случайного множественного доступа с минимальной средней задержкой.
Показано, что эта зависимость не является монотонно возрастающей функцией.
Существует значение мощности, которое минимизирует энергозатраты. Проведено
сравнение с системой, в которой имеется только один источник с неограниченной
очередью для хранения сообщений и один получатель, коллизии в такой системе
отсутствуют. Поэтому для такой системы зависимость энергозатрат от мощности является
монотонно возрастающей функцией. При этом энергозатраты для системы со случайным
доступом выше, чем для системы с одним источником при любом значении мощности.
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Введение 

Долгое время исследования в области случайного множе-
ственного доступа велись независимо в двух направлениях 
[1,2]: теория информации множественного доступа [3] и тео-
рия случайного множественного доступа [4]. В рамках дан-
ных направлений исследовались разные аспекты систем с 
множеством источников и одним получателем.  

В рамках теории случайного множественного доступа рас-
сматривается случайное число абонентских устройств, пере-
дающих данные по общему каналу связи. В рамках этого 
направления исследуются процессы случайного поступления 
сообщений в систему, проводится анализ стабильности си-
стем и задержек, определяемых коллизией сообщений. При 
этом не учитывается влияние шумов в канале связи. 

В направлении теории информации множественного до-
ступа не рассматривается процесс случайного появления со-
общений в системе. Традиционно предполагается, что число 
абонентских устройств, передающих по общему каналу 
связи, фиксировано. В рамках этого направления исследуется 
влияние шумов в канале связи или наложения сигналов поль-
зователей на скорость передачи в системе. 

В последние года стали поваляться работы рассматриваю-
щие системы случайного множественного доступа совмещая 
как теорию информации множественного доступа, так и тео-
рию случайного множественного доступа. Первыми рабо-
тами в этом направлении можно считать [5, 6]. 

Так в работе [6] авторы рассматривают гауссовский канал 
множественного доступа (Gaussian multiple access channel) 
для сценария, где число абонентских устройств фиксировано 
и известно. При этом их число может быть большим, но пере-
дают сообщения только некоторое подмножество из них. Ве-
роятность успешной доставки задается как требование к си-
стеме. Рассматривается несколько алгоритмов множествен-
ного доступа, включая АЛОХА. Исследуются границы дости-
жимости отношения энергии на бит к спектральной плотности 
мощности шума. Описанные в работах модели не допускают 
повторной передачи сообщений. Как следствие в системе при-
сутствуют потери сообщений, и не возникает проблемы, свя-
занной с обеспечением стабильной работы системы. 

В работе [7] рассматривается система случайного множе-
ственного доступа с алгоритмом АЛОХА и гауссовским ка-
налом множественного доступа. Решается задача минимиза-
ции среднего возраста информации за счет выбора оптималь-
ной длинны блока передаваемой информации. Для вычисле-
ния вероятности ошибки используется приближенное выра-
жение для формулы из работы [6]. 

В рассмотренных ранее работах исследуется алгоритм 
АЛОХА без учета применения к конкретным технологиям. 
Однако в настоящее время активно развивается технология 
беспроводных сетей 5G, в рамках которой исследуются пер-
спективы применения 2х шаговой процедуры случайного до-
ступа наряду со стандартной 4х шаговой процедурой. Пред-
полагается, что применение 2х шаговой процедуры позволит 
уменьшить объем передаваемой служебной информации, что 
в свою очередь может позволить снизить задержки в системе. 
Как правило, в качестве алгоритма, работающего на первом 
этапе этих процедур, используется алгоритм типа АЛОХА. 
Так в работе [8] исследуются различные варианты перехода 
от 2х шаговой процедуры к 4х шаговой, и рассматривается 

вопрос изменения пропускной способности и средней дли-
тельности процедуры разрешения коллизии для четырех ва-
риантов перехода. Но в работах аналогичных [8] как правило, 
не исследуется влияние характеристик шумов в канале связи 
на работу алгоритма. 

В рамках данной работы будет рассмотрена система случай-
ного множественного доступа на основе алгоритма АЛОХА с 
гауссовским каналом множественного доступа. Предполагается 
наличие потенциально неограниченного числа абонентских 
устройств. Будет рассматриваться задача минимизации средней 
задержки в системе, и исследоваться взаимосвязь мощности и 
энергии при передаче с минимальной средней задержкой. 

1 Модель системы со случайным доступом в канал 

В работе рассматривается система с гауссовским каналом 
множественного доступа [6]. Предполагается, что имеется 
одна базовая станция и потенциально неограниченное число 
абонентских устройств (пользователей). Для передачи дан-
ных по общему ресурсу канала используется алгоритм слу-
чайного множественного доступа АЛОХА. Помимо коллизий 
при передаче сообщений на успешную передачу сообщения 
также влияет наличие в канале аддитивного белого гауссов-
ского шума (АБГШ). Введем ряд допущений для рассматри-
ваемой системы (похожая система допущений приводилась в 
работах [9,10]).  

Допущение 1. Каждое сообщение, передаваемое абонент-
ским устройством, содержит 𝑘 бит информации. 

Допущение 2. Предполагается, что используется некото-
рая кодово-модуляционная схема𝐴, которая на основе 𝑘 бит 
информации формирует сигнал, содержащий 𝑛 отсчётов.  

Допущение3. Время работы системы разделено на окна 
одинаковой длительности, принятой за единицу времени. 
Каждое окно позволяет передавать 𝑛 отсчётов, то есть одно 
сообщение, содержащее k бит информации. Число сообще-
ний, появляющихся в системе за одно окно, распределено по 
закону Пуассона с параметром Λ [сообщений/окно].  

Допущение 4. Рассматривается потенциально неограни-
ченное количество абонентских устройств (в таком случае 
понятия абонентское устройство и сообщение можно считать 
эквивалентными). Абонентское устройство с готовым к от-
правке сообщением будет называться активным.  

Допущение 5. Абонентские устройства и базовая станция 
имеют синхронизацию, как по отсчётам, так и по окнам. Вре-
менные интервалы пронумерованы, и окно с номером t соот-
ветствует временному интервалу [t, t + 1).  

Допущение 6. Рассматривается дискретный по времени ка-
нал связи с аддитивным белым гауссовским шумом, опреде-
ляемый как 

1

Kt

i
i

Y X Z



где 𝑌 – сигнал на входе приемника базовой станции; tK  – ко-

личество абонентских устройств, которые передавали в окне 
с номером 𝑡, являющееся случайной величиной; iX  – сигнал 

i-го пользовательского устройства; 𝑍 – аддитивный белый 
гауссовский шум, а 𝑍∼𝒩(0,1). Сигналы, передаваемые поль-
зовательскими устройствами, содержат 𝑛 отсчётов. Макси-
мальная энергия каждого сигнала ограничена iX  nP .  
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Допущение 7. Предполагается, что используются такие ко-
дово-модуляционные схемы 𝐴, что при наложении пользова-
тельских сигналов ни одно из сообщений в смеси не может 
быть успешно декодировано. 

Допущение 8. При отсутствии наложения сообщений от 
разных абонентских устройств существует вероятность 
ошибки декодирования Pe, вызванная наличием в канале 
АБГШ. В таком случае с вероятностью Pe сообщение або-
нента не будет принято успешно. 

Допущение 9. В обратном канале не возникает ошибок 
(или они всегда корректно исправляются), поэтому все або-
нентские устройства гарантированно и достоверно получают 
информацию от базовой станции.  

Допущение 10. Абонентским устройствам и базовой стан-
ции достоверно известно число активных устройств Mакт. 
Каждое устройство независимо принимает решение о пере-

дачи в каждом очередном окне с вероятностью 
1

акт

p
M

 . 

Примечание 1. Так как дисперсия шума в рассматривае-
мой модели равна 1 (см. допущение 6), то отношение сиг-
нал/шум (SNR) в разах равно P/1. Таким образом, численное 
значение мощности сигнала P в ваттах совпадает с отноше-
нием сигнал/шум в разах. 

Примечание 2. Все абоненты расположены на одинаковом 
расстоянии от базовой станции, передают с одинаковой мощ-
ностью P  и находятся в одинаковых условиях радиоканала. 
Поэтому мощность сигнала от каждого устройства на прием-
нике одинакова и равна отношению сигнал/шум. 

На рисунке 1 представлена схема, описывающая рассмат-
риваемую систему случайного множественного доступа. 



актМ

Рис. 1. Схема рассматриваемой системы 

Описанная модель системы можно характеризовать сле-
дующим набором параметров: 

 входная интенсивность Λ [сообщения/слот],  
 число передаваемых бит информации k [биты],  
 число отсчетов для передачи сигнала n [отсчёты], 
 отношение сигнал/шум γ [разы], 
 отношение энергии сигнала, приходящейся на один бит 

передаваемого сообщения Eb, к спектральной плотности 
шума N0- Eb/N0 [энергия/бит]. 

Также введем в рассмотрение понятие спектральной эф-
фективности ρ для системы с дискретным по времени кана-
лом и интенсивностью входного потока Λ, определяющей ин-
тенсивность входного потока в битах на один отсчет. Взаимо-
связь между Λ и ρ с учетом кодово-модуляционной схемы 
определяется следующим выражением [11]: 

[бит/отсчет] 
k

.
n

  (1) 

Для систем Интернета вещей значение ρ лежит в диапа-
зоне от доли бит на отсчет, до нескольких бит на отсчет [6]. 
В данной работе мы будем демонстрировать результаты для 
случая, когда ρ=0.1. 

Из работы [12] следует, что существует код длины n от-
счетов, содержащий k информационных символов, для кото-
рого вероятность ошибки декодирования при заданном зна-
чении отношения сигнал/шум γ не превышает величину Pe:  

2 2

22

log (1  ) 
1 1

log
22n( , k, )

2
log

2  ( 1)

e

n n k
P

en

 

 Q 
   



.       (2) 

Ключевыми показателями для рассматриваемого типа си-
стем являются [10]: 

 среднее число активных абонентов в системе N , 

 средняя задержка D , 
 критическая интенсивность входного кр  – интенсив-

ность входного потока, до которой система работает ста-
бильно, а средняя задержка конечна [4]:  

кр


  sup{ : D( )  }.         (3) 

ПриΛ<Λкр средняя задержка D и среднее число активных 
абонентов в системе N  связаны через теорему Литтла [13]: 


D 

N
.                                        (4)

2 Определение области стабильной работы системы 

Рассматриваемая система работает стабильно (т.е. средняя 
задержка в системе конечна) при условии, что Λ<Λкр.  

Для системы случайного доступа на основе алгоритма 
АЛОХА значение критической интенсивности совпадает с 
вероятностью того, в насыщенной системе сообщение 
успешно доставлено до получателя. 

Наличие шумов в канале приводит к тому, что даже при 
отсутствии коллизии в канале с некоторой отличной от нуля 
вероятностью сообщение не будет принято успешно (см. до-
пущение 8). Вероятность успешной передачи для рассматри-
ваемой системы с учетом шумов в канале, вероятностью пе-
редачи p и вероятностью ошибки Pe может быть записана как: 



p1   P 1

Pr успех | Pr успех

1

успешное

декодирование

,акт

кр акт

M

акт e

M



   


 M p 

При потенциально неограниченном числе абонентских 
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устройств с учетом допущения 10, критическая интенсив-
ность для системы с учетом (2) можно вычислить по следую-
щей формуле: 

   1 ,k, 

 ,k, 1

1

1

1
lim 1

акт

акт
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кр eM
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e

P n
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e P n







 
    




.      (5) 

Интенсивность входного потока Λ при заданном значении 
спектральной эффективности ρ с учетом (1) может быть вы-
ражена как: 

n
.

k


  (6) 

Пусть изначально для рассматриваемой системы заданы 
следующие требуемые параметры: 

 значение спектральной эффективности ρ, 
 число бит передаваемой в сообщении информации k, 
 отношение сигнал/шум γ. 
И рассматривается задача выбора числа отсчетов n за ко-

min max

торое будет передаваться сообщение. Существует набор зна-
чений n n , n  , при которых система работает ста-

бильно, а средняя задержка конечна. 
Область стабильной работы, а также значения nmin и nmax 

можно определить с использованием выражений (5) и (6).  
Система стабильна, если соблюдается условие Λ<Λкр то есть: 

 , . 1e 1 e

n
P n, k

k


 (7) 

На рисунке 2 представлен пример определения области 
стабильности системы для значений k=100 бит, γ =1 и ρ =0.1. 
Из рисунка 2 видно, что для заданного набора параметров не-
равенство (7) выполняется на отрезке от 194 отсчетов до 367 
отсчетов. То есть nmin=194 и nmax=367, а система стабильна 
для всех n 194,367  . 

Рис. 2. Определение области стабильности для системы 
при k=100, γ =1 и ρ =0.1 

Проведя аналогичные вычисления для различных значе-
ний ρ при фиксированных значениях числа информационных 
бит k и отношения сигнал/шум γможно показать, что чем 
ниже требуемое значение ρ, тем больший диапазон области 
стабильной работы системы по параметру числа отсчетов n. 

В результате, проведенный анализ области стабильности 
рассматриваемой системы, показано, что существует 

некоторый набор значений n, при которых система работает 
стабильно, а средняя задержка конечна. Однако число отсче-
тов n влияет как на вероятность ошибки, вызванную шумами 
в канале (с увлечением числа отсчетов вероятность такой 
ошибки уменьшается [12]), так и на входную интенсивность. 
Увеличение числа отсчетов повышает входную интенсив-
ность, что в свою очередь увеличивает среднее число актив-
ных абонентов в системе и повышает вероятность коллизии.  
Можно предположить, что существует такое значение числа 
отсчетов n, при котором для заданных параметров системы 
средняя задержка будет минимальной. 

3 Анализ средней задержки в системе 

Как отмечалось в предыдущем разделе выбор числа отсче-
тов n, за которое передается сообщение, может влиять на 
среднюю задержку в системе. Для того, что бы рассмотреть 
задачу снижения средней задержки за счет выбора оптималь-
ного параметра n необходимо рассмотреть способы вычисле-
ния или оценки данной характеристики системы. 

Система случайного доступа на основе алгоритма 
АЛОХА с потенциально неограниченным число абонентских 
устройств может быть описана марковской цепью со счетным 
числом состояний [4]. Состояние данной марковской цепи от-
ражает число активных абонентов в системе Mакт. Если си-
стема стабильна, то марковская цепь эргодична и для нее мо-
жет быть найдено стационарное распределение 

10 2   , , , ....
 
где πi вероятность того, что в системе име-

ется i активных абонентов. Тогда среднее число абонентов в 
системе можно вычислить как: 

0
i

i

iN




  .

И далее на основе теоремы Литтла получить среднюю за-
держку. Однако нахождение стационарного распределения 
для рассматриваемой системы является достаточно сложной 
задачей. 

В работе [14] для системы с алгоритмом АЛОХА при от-
сутствии шумов в канале предложен подход для вычисления 
верхней и нижней границы средней задержки. Идея основана 
на введение двух вспомогательных систем, первая из которых 
позволяет вычислить нижнюю границу, а вторая верхнюю. В 
методе используется параметр K, влияющий на точность по-
лучаемых оценок, и с его увеличением интервал между гра-
ницами уменьшается, что позволяет получить оценку средней 
задержки системы с требуемой точностью[14]. 

На основе работы [14] покажем способ вычисления верх-
ней и нижней границ для средней задержки в рассматривае-
мой системе при учете наличия АБГШ канале связи. 

Основным отличием рассматриваемой системы от си-
стемы из [14] является то, что вероятность успеха определя-

ется как  k, , 
1

1
1 1 e

акт

P n
M

Mакт    


. 

Параметр, влияющий на точность получаемых оценок, 
определим как K (аналогично работе [14]). Идея заключается 
в том, что для состояний марковской цепи начиная с некото-
рого состояния K, меняется вероятность передачи сообщения 
абонентами, что влияет на вероятность события успех. 
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Вероятность передачи задается таким образом, что начиная с 
состояния K вероятность успеха остается постоянной. Для си-
стемы, задающей верхнюю границу, эта вероятность ниже, 
чем у исходной, а для системы, задающей нижнюю границу, 
выше, чем в исходной.  

Так для системы, определяющей верхнюю границу, веро-
ятность успеха будет определяться по следующему правилу: 
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Для системы, определяющей нижнюю границу, вероят-
ность успеха определяется по следующему правилу: 
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Далее с учетом введенных вероятностей успеха формиру-
ется система линейных уравнений, содержащая K+1 уравне-
ние. 

В общем виде получение системы уравнений может быть 
представлено в виде следующих шагов: 

Шаг 1. Составляется K+1 стандартных уравнений для ста-
ционарных вероятностей  10 2 K , ,  ,..., ;

Шаг 2. Предпоследнее уравнение заменяется на условие 
нормировки: 0 1 2 1K    ...  ; 

Шаг 3. Последнее уравнение заменяется в зависимости от 
того какая вспомогательная система рассматривается: 

 Для первой вспомогательной системы (верхняя граница): 
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 Для второй вспомогательной системы (нижняя граница): 
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Решив полученную систему линейных уравнений, полу-
чим набор стационарных вероятностей для соответствующей 
вспомогательной системы. 

Далее повторим рассуждения из работы [14]. Для рассмат-
риваемой в данной работе системы можно показать, что верх-
няя граница для средней задержки может быть получена как: 
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Формула для вычисления нижней границы средней за-
держки вычисляется по формуле: 
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Скорость схождения верхней и нижней границ для сред-
ней задержки от параметра K аналогична, представленной в 
работе [14]. 

А рисунке 3 приведены зависимости для средней за-
держки в системе, полученные следующими способами: ими-
тационное моделирование, расчет верхней границы по фор-
муле (8) и расчет нижней границы по формуле (9). Представ-
ленные результаты получены в предположении, что

e P n, ,k    0.4 . 

Рис. 3. Зависимость для средней задержки, полученная разными 

методами при 0.4eP n, ,k   

Оценка средней задержки, полученная с помощью имита-
ционного моделирования, при выборе достаточного объема 
выборки (или времени моделирования) может давать резуль-
тат с любой требуемой точностью. Однако такой подход яв-
ляется ресурсозатратным, поэтому не подходит в качестве 
способа, применимого при решении задачи минимизации 
средней задержки. Верхняя и нижняя границы при подобран-
ном параметре K дают хорошее приближение средней за-
держки в системе. В дальнейшем при формулировке и реше-
нии оптимизационной задачи минимизации средней за-
держки за счет выбора оптимального значения параметра си-
стемы n будет использоваться верхняя граница. Это обуслов-
лено тем, что в случае рассмотрения некоторого ограничения 
на значение средней задержки можно гарантировать, то, что 

k  в рассматриваемой системе её значение не будет выше этой 
величины. 

Далее в работе все результаты будут представлены для 
параметра оценки K=100.  
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4 Задача минимизации средней задержки 

Далее используя верхнюю оценку для средней задержки 
(см. формулу (8)) сформулируем оптимизационную задачу 
для минимизации средней задержки в системе по числу от-
счетов n.  

Предполагается, что изначально заданы: k, ρ, γ, а также по-
добран параметр оценки K. Средняя задержка, полученная с 
помощью выражения (9) имеет размерность в окнах. Для фор-
мулировки оптимизационной задачи значения средней за-
держки переводится в отсчеты путем умножения значения в 
окнах на число отсчетов в окне: 
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Тогда оптимизационная задача может быть сформулиро-
вана следующим образом: 
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Значения nmin и nmax вычисляются для набора k, ρ и γ по ме-
тодике, описанной в разделе 2. 

Решением сформулированной оптимизационной задачи 
является значение n0, которое при заданных k, ρ и 
γминимизирует среднюю задержку в системе. 

Пример решения данной оптимизационной задачи приве-
ден на рисунке 4 при k=100, ρ=0.1 и γ=1.Средняя задержка на 
графике представлена в отсчетах. В результате решения 
сформулированной оптимизационной задачи минимальное 
значение средней задержки достигается при числе отсчетов 
n0=236. 

Рис. 4. Решение оптимизационной задачи при k=100, ρ=0.1 и γ=1 

5 Взаимосвязь средней задержки и Eb/N0 

Далее рассмотрим взаимосвязь между средней задержкой 
и затратами энергии на бит Eb/N0. 

Взаимосвязь между отношением сигнал/шум γ и энергией 
на бит Eb/N0 для системы с повторными передачами можно 
записать в следующем виде [11]: 
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где S – среднее число передач сообщения. Из работы [11]  
следует, что данную величину можно вычислить как: 
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Как следует из формулы (11) для расчета S необходимо 
вычислить распределение стационарных вероятностей мар-
ковской цепи. В свою очередь для построения матрицы пере-
ходных вероятностей этой цепи необходимо вычислить веро-
ятность ошибки в канале eP n( , k , ) , вызванной наличием 

АБГШ в канале. А для ее вычисления нужно знать значение γ, 
которое не получить без расчета S.  

Для решения возникшей проблемы предлагается подход, 
который можно описать следующим алгоритмом: 

Шаг 1. Задается отношение сигнал/шум γ. 
Шаг 2. Определяется область стабильной работы системы 

для получения значений nmin и nmax. 
Шаг 3. В пределах области стабильности решается опти-

мизационная задача для поиска n0, которое минимизирует 
среднюю задержку. В процессе решения оптимизационной 
задачи для всех n  min max n , n в том числе и n0 вычисляется 

стационарное распределение марковской цепи. В таком слу-
чае для марковской цепи, соответствующей значению n0 име-
ется набор стационарных вероятностей.  

Шаг 4. Используя этот набор стационарных вероятностей 
для марковской цепи при значении n0, вычисляем среднее 
число передач сообщения по формуле (11). 

Шаг 5. Рассчитываем значение энергии на бит Eb/N0 с уче-
том результатов решения оптимизационной задачи и фор-
мулы (10) как: 
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Используя предложенный алгоритм можно получить за-
висимость между Eb/N0 и DU для системы случайного доступа 
с потенциально неограниченным числом абонентских 
устройств. Такую систему можно охарактеризовать как пере-
дачу от многих источников к одному получателю. 

Далее рассмотрим систему с одним источником и одним 
получателем, что бы провести их сравнительный анализ и 
рассмотреть влияние случайного доступа на характеристики 
системы. 

6 Система с одним источником и одним получателем 

Рассмотрим подход для получения взаимосвязи между 
средней задержкой и затратами энергии на бит для системы с 
одним источником и одним получателем. В такой система 
абонент всегда предает с вероятностью равной единице. Так 
как коллизий в такой системе нет, то вероятность успешной 
передачи зависит только от вероятности ошибки, возникаю-
щей из-за присутствия в канале АБГШ.  
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Для начала покажем, как для такой системы вычислить 
значение средней задержки. Система допущений в этом слу-
чае аналогична допущениям для системы со случайным до-
ступом, за исключением допущения 4 и 10, так как в системе 
с 1 абонентом их можно опустить. 

С точки зрения расчета средней задержки такую систему 
можно рассмотреть, как систему массового обслуживания с 
Пуассоновским входным потоком с параметром Λ и с време-
нем обслуживания, распределенным по геометрическому за-
кону с параметром  e1 (P n k, , . ) Средняя задержка для такой 

системы вычисляется на основе формулы Поллачека-Хин-
чина для системы M|G|1 [15]. Тогда с учетом того, что время 
обслуживания распределено по геометрическому закону и 
процесс передачи может происходить только в начале окна, 
то средняя задержка в окнах вычисляется по следующей фор-
муле: 

 
2

2 1 P n( ,k, )e

D


  0.5.  

С учетом системы допущений и формулы (1) данное вы-
ражение можно записать как: 

D n,k  
2

,,
2 1 P n( ,k, )e


n

k

k




 

n
 

 
 

0.5.  

Данная формула дает значение средней задержки в окнах. 
Для получения средней задержки в отсчетах необходимо 
умножить ее на n: 

D n,k


2
, ,  [от счеты] 0.5  .

1 P n( ,k, )e

n

k

k





 
 

n  
  

n 
 2   

Для решения оптимизационной задачи, аналогично под-
ходу для системы с множеством источников и одним получа-
телем, необходимо определить область стабильной работы 
системы. 

Вероятность успеха или критическая интенсивность вход-
ного потока для рассматриваемой системы определяется сле-
дующим выражением: 

Prуспешное декодирование 1 (P n, k , ).кр e   

Входная интенсивность определяется аналогично  преды-
дущей системе по формуле (6). 

Система работает стабильно, когда Λ<Λкр то есть выпол-
няется неравенство: 

 1 P n( k, ,  ).e

n

k



Если построить графики этих функций от n, то мы полу-
чим две точки пересечения, между которыми система рабо-
тает стабильно (аналогично системе с множеством источни-
ков и одним получателем). Как и раньше назовем их nmin и 
nmax, а решение задачи минимизации задержки будем рассмат-
ривать для n  n , n . min max

На рисунке 5 представлено графическое определение об-
ласти стабильности для системы с одним источником и 

одним получателем при k=100, γ =1 и ρ =0.1. Из рисунка 
видно, что для заданного набора параметров указанное ранее 
неравенство выполняется на отрезке от 171 отсчета до 999 от-
счетов. То есть nmin=171 и nmax=999, а система стабильна для 
всех n171,999 . Уменьшение значения ρ увеличивает диа-

пазон, в котором система работает стабильно. 

Рис. 5. Определение области стабильности для системы cодним 
источником и одним получателем при k=100, γ =1 и ρ =0.1 

Как и для предыдущей системы, предполагается, что су-
ществует такое значение числа отсчетов n0, при котором сред-
няя задержка в системе минимальна. 

Сформулируем оптимизационную задачу для данной си-
стемы: 

.

22

22

min max
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На рисунке 6 представлен пример решения оптимизаци-
онной задачи для k=100, ρ=0.1 и γ=1.Средняя задержка на гра-
фике представлена в отсчетах. В результате решения сформу-
лированной оптимизационной задачи минимальное значение 
средней задержки достигается при числе отсчетов n0=231. 

Рис. 6. Решение оптимизационной задачи для системы с одним 
источником и одним получателем при k=100, ρ=0.1 и γ=1 
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Для получения значений энергии на бит Eb/N0 будет ис-
пользоваться методика, описанная в разделе 5. Для этого 
нужно вычислить среднее число передач сообщения S до 
успешной отправки. 

Покажем, как можно вычислить среднее число передач 
для системы с одним источником и одним получателем. 
Число передач, которое понадобится абоненту, чтобы пере-
дать сообщение распределена по геометрическому закону с 
параметром  e1 (P n k, , . ) Следовательно, среднее число пе-

редач вычисляется по следующей формуле: 

1

1 (P n k, , )e

S  .  

Таким образом, мы получили все необходимые величины 
для сравнения системы с одним источником и одним получа-
телем и системы, рассматриваемой в работе, с множеством 
источников и одним получателем. 

8 Сравнение систем 

На рисунке 7 представлена зависимость средней задержки 
от значения отношения сигнал/шум γ, полученная при реше-
нии оптимизационной задачи для обеих систем. Результаты 
представлены для k=100 и ρ=0.1. Из графиков  видно, что с 
увеличением значения отношения сигнал/шум средняя за-
держка в системе уменьшается для обеих систем. Система с 
множеством источников требует больших значений отноше-
ния сигнал/шум для обеспечения эквивалентного значения 
средней задержки. С увеличением отношения сигнал/шум 
разница в средней задержке систем уменьшается. 

Рис. 7. Зависимость средней задержки от γ при k=100 и ρ=0.1 

На рисунке 8 приведена зависимость значенияn0 от значе-
ния отношения сигнал/шум γ для обеих систем. Результаты 
представлены для k=100 и ρ=0.1.Значения числа отсчетов, 
обеспечивающие минимум средней задержки для обеих си-
стем, имеют близкие значения. Для системы с одним источ-
ником и одним получателем оптимальное значение числа от-
счетов меньше, чем для системы с множеством источников. 
Наибольшая разница в числе отсчетов при малых значениях 
отношения сигнал/шум и составляет порядка 4 отсчетов. С 
ростом отношения сигнал шум эта разница уменьшается и со-
ставляет один отсчет. 

Рис. 8. Зависимостьn0 от γ при k=100 и ρ=0.1 

Далее рассмотрим взаимосвязь между значением отноше-
ния сигнал/шум γ и энергии на бит Eb/N0 для обеих систем при 
k=100 и ρ=0,1. Данная зависимость приведена на рисунке 9.  

Рис. 9. Зависимость Eb/N0 от γ для двух систем при минимизации 
средней задержки (k=100 и ρ=0.1) 

Как видно из рисунка 9 для системы с одним источником 
и одним получателем затраты энергии на бит оказываются 
ниже, чем для системы со случайным множественным досту-
пом. При этом зависимость является монотонно возрастающей 
функцией, что обусловлено отсутствием коллизий в системе. 
Для системы со случайным доступом (множество источников 
и один получатель) с ростом значения отношения сигнал/шум 
сначала убывает, а затем начинает возрастать. То есть имеется 
точка минимума по значению энергии на бит Eb/N0.  

Поясним такое поведение на качественном уровне. При 
малых отношениях сигнал/шум для успешной передачи сооб-
щения даже в отсутствии коллизий требуется большое число 
отсчетов. Чем больше отсчетов в одном окне передачи, тем 
выше входная интенсивность сообщений на окно при фикси-
рованном значении спектральной эффективности. Вслед-
ствие чего в системе высокая вероятность коллизии и соот-
ветственно большее значение среднего числа передач. Все это 
в совокупности дает высокое значение затрат энергии на бит 
для успешной передачи сообщения. С ростом отношения сиг-
нал/шум уменьшается, как длинна окна в отсчетах, так и веро-
ятность коллизии со средним числом передач. Однако после 
некоторого момента уменьшение числа отсчетов начинает да-
вать незначительное снижение среднего числа передач, так как 
вероятность коллизии практически не уменьшается.  

E
b/N

0
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При этом затраты энергии на бит продолжают возрастать 
вследствие повышения мощности сигнала. Все это в совокуп-
ности приводит к тому, что зависимость энергозатрат от мощ-
ности не является монотонно возрастающей. 

На рисунке 10 приведена взаимосвязь между энергией на 
бит и средней задержкой в системе. Для системы с одним 
источником и одним получателем с увеличением средней 
задержки уменьшается и затраты энергии на бит. Для 
системы с множественным доступом с увеличением задержки 
энергия на бит сначала уменьшаетя, а потом снова начинает 
возрастать, то есть эта зависимость имеет точку минимума по 
энергии на бит. Этот эффект обусловлен поведением 
зависимостей представленных на рисунке 9. 

Рис. 10. Взаимосвязь между Eb/N0 и D для двух систем 
при минимизации D (k=100 иρ=0.1) 

Таким образом возник нетривиальный эффект для 
системы с множеством источников и одним получателем: при 
определенных условиях рост отношения сигнал/шум 
сопровождается снижением затрат энергии на бит, которое 
затем сменяется их увеличением. Аналогичный эффект 
возникает и при увеличении значений средней задржки. 
Таким образом существует минимальное значение энергии на 
бит при котором имеется некоторое значение средней 
задержки. При необходимости уменьшения средней 
задержки необходимо увеличивать затраты энергии на бит. 
При этом ослабление требований по средней задержке 
(возможность ее увеличения) после точки минимума не 
позволяет уменьшить затраты энергии на бит. 

7 

8 Заключение 

В работе рассмотрена модель системы случайного множе-
ственного доступа на основе алгоритма АЛОХА с гауссов-
ским каналом множественного доступа. В которой все або-
ненты передают сообщения, содержащие k бит, с помощью 
сигналов одинаковой длительности, содержащих n отсчетов. 
Отношение сигнал/шум для всех абонентов одинаковое и 
равно некоторому значению γ. Эта модель отражает основные 
особенности современных беспроводных систем, в которых 
большое число абонентских устройств передают данные на 
базовую станцию в режиме случайного доступа и используют 
одну и туже кодово-модуляционную схему. Основной осо-
бенностью модели является наличие потенциально неограни-
ченного числа абонентских устройств, что может приводить 
к нестабильной работе системы.   

Был описан метод определения области стабильной ра-
боты системы. Сформулирована и решена оптимизационная 
задача по минимизации средней задержки по числу отсчетов 
n в рамках области стабильной работы системы. Было пока-
зано, что при фиксированных отношении сигнал/шум γ, числе 
информационных бит k и спектральной эффективности ρ су-
ществует единственное значение числа отсчетов n0, при кото-
ром средняя задержка минимальна.  

Описана проблема для получения зависимости между за-
тратами энергии на бит и средней задержкой. Для её решения 
предложен алгоритм, позволяющий определить взаимосвязь 
между этими характеристиками.  В рамках данного алгоритма 
также можно получить взаимосвязь между мощностью и за-
тратами энергии. 

При исследовании взаимосвязи между мощностью и за-
тратами энергии был получен нетривиальный эффект: при 
определенных условиях рост отношения сигнал/шум 
сопровождается снижением затрат энергии на бит, которое 
затем сменяется увеличением. 

При исследовании взаимосвязи между энергией на бит и 
средней задержкой в системе было отмечено, что существует 
такое значение средней задержкии, при котором затраты 
энергии на передачу миниимальные. Если в системе 
требуется уменьшить значение средней задержкии, то в таком 
случае необходимо увеличить энергозатраты.  

Для сравнения была исследована система  с одним источ-
ником и одним получателем, и было показано, что в такой си-
стеме отсутствуют особенности, выявленные для системы с 
множеством источников и одним получателем. При этом за-
траты энергии и средняя задержка в такой системе всегда 
ниже, чем для системы со случайным доступом к каналу. 

Полученные в работе результаты позволяют выработать 
рекомендации по выбору режимов работы абонентских 
устройств систем Интернета Вещей, в которых имеется огра-
ничения на среднее время доставки сообщения от абонента до 
базовой станции, а сами устройства имеют автономные ис-
точники питания, что делает актуальной задачу уменьшения 
затрат энергии на передачу. 
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Abstract
For a long time, research into random multiple access proceeded along two independent lines: multiple access information theory and random mul-
tiple access theory. In recent years, studies combining these two approaches have begun to appear. However, existing literature typically fails to
jointly address the relationship between power and energy expenditure (accounting for retransmissions) and the minimization of average delay in
system. This paper investigates that relationship. The study examines a random multiple access system based on the ALOHA algorithm utilizing a
Gaussian multiple-access channel. The system is assumed to have a potentially unlimited number of user devices. An approach is described for deter-
mining the stable operating region where the average delay remains finite. A method is proposed for calculating upper and lower bounds on the
average delay with any desired degree of accuracy. An optimization problem is formulated and numerically solved to minimize average system delay
by selecting the user message duration, given a fixed number of bits per message and a specified transmission power. Based on the solution to this
optimization problem, an approach is proposed to establish the relationship between power and energy expenditure for random multiple access
transmission with minimal average delay. It is shown that the dependence of energy expenditure on power is not a monotonically increasing func-
tion and there exists a specific power level that minimizes energy expenditure. A comparison is made with a system comprising a single source
with an infinite message queue and a single receiver – a setup where collisions do not occur. Consequently, in that system, energy expenditure is
a monotonically increasing function of power. Furthermore, energy expenditure in the random access system is higher than in the single source
system at any power level.

Keywords:. Random multiple access, ALOHA, signal-to-noise ratio, energy per bit, average delay, stability, Markov chain, minimization problem
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